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Aufgabe 1 Beweisverfahren iiber Schleifen [LOSUNG]

(a) Geméafl Aufgabenstellung muss am Ende des Programms das Préadikat R gelten:
k= (S B Zk: 0<k<11 Hk])

Das Beweisschema wird anhand der eingesreuten Annotationen in P deutlich:

1 i, s var Nat,;

2 { true }

3 i, s := 1, b[0];

s {1}

5 do (i <11) then

6 { i<1) AT }

7 i, s:=1+1, s+ bli;
8 { I}

9

10 { (i>11) AT }

11 { Zk 0§k<11b[k] }

Prinzipiell muss gezeigt werden:
() Das Prédikat I gilt zu Beginn der do-Schleife (Zeile 4).

(+x) Ein einzelner Schleifendurchlauf veréndert das Prédiakt I nicht. I gilt also
direkt vor und direkt nach jeder Iteration der Schleife (Zeile 6 auf 8).

(* % %) Somit gilt I auch nach der Schleife und es bleibt noch zu zeigen, dass aus I und
dem Nichtzutreffen aller Wéchter der Schleife die gewiinschte Nachbedingung
R folgt (Zeile 10 auf 11).

Insgesamt gilt dann: Sofern P terminiert, gilt die gewiinschte Nachbedingung R.
Technisch erfolgen die einzelnen Beweise durch Berechnung der jeweiligen Schwéchs-
ten Vorbedingung wp(...).

(b) Das Préadikat I gilt sowohl vor Beginn der Schleife als auch nach jeder Schleifenite-

ration:
I = ((1 <iSH) A (s=) 0§k<ib[""]))



(c) Zu zeigen (x): I gilt zu Beginn der Schleife:
wplis = LU0, 1) = (1<1<11) A (0] = S oot B
= true A (b[0] = b[0])
= true

Somit gilt I zu Beginn der Schleife fiir jede mogliche Belegung der Variablen (true).

Zu zeigen (xx): I bleibt wiahrend eines Schleifendurchlaufs giiltig:

wp(i,s == i+ 1,s+0bli], I) = (1<i+1<11) A (s+0b[i] = g<peirr UIE])
— (0 <i<11) A (54 bli) = S gy bH] + Bl
= (0<i<11) A (5= g<pei VK]

Obige Schwiichste Vorbedingung wird durch das Pridikat (I A (i < 11)) impliziert.

Zu zeigen (x*x): (I A(i>11)) = R
Gilt offensichtlich.

Aufgabe 2 Pridikative Spezifikation [LOSUNG]

Fiir das Programm P:

x, Yy, 2 :=a,b, 1
do y > 0 then
if odd(y) theny:=y—1;2z:=zxx
| even(y) then x := x*xx; y =y =+ 2
fi
od

ergibt sich folgenden Pradikative Spezifikation:

Pre =45 true
Post =ge¢ 2 = ab

Schrittweise Berechnung von PS[P] durch einfaches Anwenden der Regeln fiir PS (Es
wird davon ausgegangen, dass alle Auswertungen in P terminieren):

PSPl = PS|(z,y,2) = (a,b,1); DO|
= PS[(z,y,2) = (a, b, V][x/&, y/g, z/2] N PSIDON[z/%, y/y, /2]
= PS[(z,y,2) = (0,0, )] A PS[DON[z/%, y/y, /2]
= (t=a Ny=bAN £=1) N PS[DO]z/z, y/y, z/Z]



PS[DO] = PS[ify > 0 then IF; DO
[] v <0 then nop fi
= {Definition von PSJif...fi]}
(=@ >0) A =(<0) V
(@ >0) A PS[UF)[z/, y/§, z/Z] A PS[DOl[x/, y/y, z/2]) V
(<o) A (E=2) A ([F=9) A (£=2)
= false V
PS[IF] A PSIDOl[z/, y/y, 2/2]) V
f=1) A (=9) A (£=2)

PS[IF) = PSfifodd(y) theny :=y—1;2:=zx%x
| even(y) then x :=x * z;y =y + 2 fi]
= {Definition von PS[if.. fi]}
(=(odd(y) N —(even(y)) V
(odd(y) N PS[y:=y—1; 2 —z*x]) Y
(even(y) A PSlr=zx*z; y:=y=+2]) V
= false V
(odd(y) N (=12) A (=5—1) A (£=2
(even(y) N (E=2*2) A (F=9+2) A (z:z))

Aufgabe 3 Anweisungsorientierte Programme und Zusicherungen [LC)SUNG]

(x4y)*z

Annotiertes Anweisungsorientiertes Programm fiir die Berechnung: v = = o

PRE={e=XANy=YANz=ZANX+Y+Z#0}
var a,b,c: Int

a=c+y;{e=XANy=YNz2=ZANX+Y+Z#0Na=X+Y}
bi=axz; {e=XANy=YANz2=ZNX+Y+Z#0Na=X+Y
ANb=(X4+Y)*xZ}
7 c=a+z; {fr=XNy=YANz=ZANX+Y+Z#0Na=X+Y
ANb=(X+Y)*ZNc=X+Y +Z}
8 vi=bro {r=XANy=YANz=ZANX+Y+Z#0Na=X+Y

ANb=(X+Y)xZANc=X+Y +Znv="35002

Y O W N

10 POST={z=XANy=YANz=ZAX+Y+Z#0ANv =12




Aufgabe 4 Zusicherungsbeweis [LOSUNG]

Zusicherungsbeweis fiir das Programm aus Aufgabe 3.
Die Préadikate Rxy charakterisieren dabei die Zusténde zwischen den Zeilen x und y.

= Kompositions-Regel:
{R87} v:=b-+c {POST}
{R76} c:=a+z {R87}
{R65} b:=axz {R76}
{PRE} a:=x+y {R65}

= Zuweisungs-Regel:
R78 = POST[b =+ c/v]
R67 = R78[(a+ z)/c]
R56 = R67[(a * z)/b]
PRE = R56[(x + y)/a]

Aufgabe 5 Vollstindige Vor- bzw. Nachbedingungen [LOSUNG]

Betrachte folgendes Programm Prog zur Berechnung der Fakultét:

y:=1

do (z#0) then y:=yx*ux;
r:=x—1;

od

Das Hoare-Triple {z > 0} Prog {y = x!} ist zur Beschreibung des Programms Prog
nicht geeignet, da die Variable x am Ende von Prog den Wert 0 hat (Prog “konsumiert”
x wéhrend der Ausfithrung). Vielmehr meint man mit x in obiger Nachbedingung den
intialen Wert der Variable z. Ein geignetes Hoare-Tripel wére also {(z = zo) A (z >
0)} Prog {y = IO!} , wobel xy den initialen Wert der Variable x enthélt (zp nennt man
dabei eine Logische Variable.).

Fiir die Fragestellung bedeutet das also, dass eine Anweisung .S unter der Annahme {z =
y} S {x = y!} die Fakultéatsfunktion nur dann berechnet, falls der Wert von y vor und
nach Ausfithrung von S identisch ist (y entspricht dabei einer logischen Variable; vgl. die
Variable xo aus Prog). Fir y < 0 kann davon ausgegangen werden, dass das Programm
nicht konvergiert. Versteht man unter der Fragestellung die totale Korrektheit, so ist
zusétzlich die Terminierung von S zu fordern.



Aufgabe 6 wp-Kalkiil [LOSUNG]

Es ergeben sich folgende Vorbedingungen:

n Wip(S,z=y) = true
Falls die do-Schleife terminiert gilt auf jeden Fall die Negation des Wichters, also
hier =(z # y) = (z = y) = @, d.h. falls S iiberhaupt terminiert ist die Nachbe-
dingung ) sowieso immer erfiillt, insbesondere fiir jeden Startzustand (ausgedriickt
durch das Pradikat true).

m wp(S,x #y) = false
Die Schleife (und damit S) terminiert nur, falls der Wéchter nicht mehr gilt. In-
besondere gilt damit bei Terminierung von S das Priadikat (x = y) (Negation des
einzigen Wichters der do-Schleife). Somit gibt es keinen Zustand, so dass die gefor-
derte Nachbedingung (z # y) erfiillt werden kann (ausgedriickt durch das Préadikat
false).

w wip(S,z#£y) = 2>y
» wp(S,z=y) = <y



