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Aufgabe 1 Rekursive Funktionen [LOSUNG]

Wir beweisen, dass die Funktieam(t, s) fur alle Parameterwerte stets terminiert.

fct sum = (t: Tree Nat, s: Seq Tree Nat) Nat
if t =etree then if s=()then O
else sum(first(s), rest(s))
fi
else root(t) + sum(left(t), s° (right(t)))

Dazu wahlen wir die Abstiegsfunktioh(t, s) folgendermal3en:

ht, s) = 2 = Z hs([i]) + #s+ 2 = hs(t)

Hinweis: Damit die Hilfsfunktion jeweils @ir die rachst tiefer verschachtelten rekursiven Auf-
rufe um 1 kleiner wird, wird in der Hilfsfunktion die Anzahller Knoten (Knoten der Bume in
der Sequenzund die Knoten des Baum&sgegetilber der lange der Sequenz mit dem Faktor
2 gewichtet.

In der Abstiegsfunktion werden die folgenden Hilfsfunktem benutzt:

hs. Tree @ — Nat Anzahl der Knoten
_[i]: Seq @, Nat — a i-tes Element der Sequenz

Fur die Hilfsfunktionen gelten die folgenden Gesetze:
hs(etree) = 0

hs(cons(l,w, r)) = hs(l) + hs(r) + 1
g1] = first(s)

gn+1] =rest(s)[n] = n>0



Die Terminierung wird mittels der streng-monoton falleden Abstiegsfunktiom gezeigt:

« Induktionsanfang: Zu zeigen ist:

h(t,s) =0 = d(sum(t, 9)) (6(sum(t, s)) bedeutet, dassum(t, s) definiert ist.)

Wir bekommen die Ableitung
h(t,s) =0

= {Def.vonh: 2 Y hs(di]) +#s+ 2+ hs(t)

2 Z hs(s[i]) =0, #s= 0und 2« hs(t) = 0

= S=() A t=etree

sum(etree, ()) = 0 (sum(t, s) ist definiert)

« Induktionschritt: Sein € N, wir zeigen

sum(t, s) ist definiert fir allet, smit h(t,s) =n (Ind. Ann.)
dann gilt
sum(t, s) ist definiert firh(t,s) = n+1

Beweis durch Fallunterscheidungalle ergeben sich aus der Def. veurm.) :
1. Fall: t=etreeunds# ():

Laut Def. vonsum ergibt sich fir obige Parameter:

sum(etree, s) = sum(first(s), rest(s))

Fur die Abstiegsfunktion des ersten Parametertupelsed, s) gilt:
h(etree,s) = 2=, hs(di]) + #s+ 2« hs(etree)
Y 243 hy(di]) + #s

= n+1

{ Def.vonhs: hs(etree) =0}  (x)

Fur die Abstiegsfunktion des zweiten Parametertupdlsst((s), rest(s)) gilt:
h(first(s), rest(s)) = 2= Y, hs(rest(s)[i]) + #rest(s) + 2 = hs(first(s))

= 2xy,;hs(rest(9)[i]) + #s— 1 + 2 = h(first(s))

2 25 Zihs(9)i]) +#s- 1

= N

{ Def.von_[]: 2+ 3 hs(rest(9)[i]) + 2+ hs(first(s) = 2+ 3 hs(()i]) |

()



Damit ergibt sich iir die Abstiegsfunktionen der beiden Parameterpaareridigre
Zusammenhang:
h(etree, s) = h(first(s), rest(s)) + 1

Damitist sum(t,s) in diesem Fall definiert.

2. Fall: t+ etree:

Es ergibt sichifir sum:

sum(t, s) = root(t) + sum(left(t), So (right(t)))

Fur die Abstiegsfunktion ergibt sictiif das Parametertupél §):

ht,s) =2+ > hs(sfi]) + #s+ 2 hs(t) =n+1

Fur den rekursiven Aufruf ergibt sicliif die Abstiegsfunktiorh:

h(left(t), so (right(t))) = 2 X;hs((s o (right(t))[i]) + #(s o (right(t))) + 2+ hs(left(t))
= 2=y, hs(di]) + 2 * hs(right(t)) + #s+ 1 + 2 = hs(left(t))
= 2 3 hs(di]) + #s+ 2+ (hs(right(t)) + 1+ hs(left(t))) - 1
C2 24 S hs(i]) + #s+ 2 hs(t) — 1

= N

{ Def. vonhs: hs(t) = hs(right(t)) + 1+ hs(left(t)) | ~ (x* %)

Somit gilt:
h(t. s) = h{left(t). s((right(t))) + 1
und damitist $um(t, s) ist definiert) definiert.

Aufgabe 2 Sieb des Eratosthenes [DSUNG]

(a) Die Funktiomrmod liefert den Rest der Divisioa + b.

fct mod = (a, b: Nat) Nat:
if (a<b) then a
else mod(a-b, b)
fi



(b) Die Funktionsieb liefert eine Sequenz aller derjenigen Zahlen der Sequeedie kein
Vielfaches der Zahh, n > 0, sind. (Beachte: 0 ist Vielfaches jeder Zah)

fct sieb = (n: Nat, s: Seq Nat) Seq Nat:
if iseseq(s) then ()
else if (iszero( mod(first(s), n)) )) v (iszero(first(s)))
then sieb(n, rest(s))
else first(s) o sieb(n, rest(s))

(c) Ein Aufruf der Funktioreratosthenes mit dem Arguments = (1,2,3,4,5,...,n) liefert
eine Sequenz aller is enthaltener Primzahlen. Dabei wird die Funktisiab benutzt,
um alle Vielfachen des jeweils ersten Elements der aktn&kquenz zu entfernen. Das
erste Element selbst ist immer eine Primzahl (Spezialfélkw. 1) und wird jeweils in
die Ergebnis-Sequenz aufgenommen.

fct eratosthenes = (s: Seq Nat) Seq Nat:
if iseseq(s) then ()
else if (iszero(first(s) Vv (first(s) = succ(0)) )
then eratosthenes(rest(s))
else first(s) o eratosthenes(sieb(first(s), s)))



