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Einleitung

= Systeme besitzen in der Regel Zustande

= \Verhalten eines Systems lasst sich durch Ubergéange zwischen
Zustanden modellieren

= Ubergange konnen gekoppelt sein mit (ausgeldst werden durch)
< Aktionen
< Ein- und Ausgabe
= Beispiele
<+ Rechner und Schaltungen
» Gatterzustand und Schaltvorgang

< Imperative, zuweisungsorientierte Programme
» Variablenwerte, Programmzeiger und Zuweisungen, Springe

< Anwendung bei formalen Sprachen
> Regulare Sprachen als endliche Automaten, Buchstaben auf Ubergangen
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Definition: Nichtdeterministische Zustandsmaschine (ZM)

* Eine nichtdetermistische Zustandsmaschine (A, %) besteht aus
< emer Zustandsmenge X,
< Anfangszustinden X, € X (oder einem Anfangszustand o, € X) und
< einer Zustandsiibergangsfunktion A: Z — £ (X)

* Die ZM (A, ) heil3t
< total, wenn VYo E€I:A©) =T
< ansonsten partiell

2 deterministisch, wenn YO EZ:|A0) =1 ynd |3, = 1
< ansonsten nichtdeterministisch

= Eine Spur oder Ablauf der ZM (A, Z,) ist eine endliche oder unendliche
Folge von Zustinden o, 01, ... mit 0y € 2, und 0,11 € A(0))
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Beispiel: Zahler

= Zustandsmenge entspricht den natlrlichen Zahlen
= Startzustand ist die Null
= Ubergang zur nachst groReren Zahl

ACOUI’\teI'(X) = {X + 1}

= Interpretation als Programm: Zahl als Variable und wiederholtes
Inkrementieren

= Genau ein unendlicher Ablauf: 0,1, 2, ...
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Beispiel: Sortierer

= Zustand besteht aus zwei Sequenzen (s, t) nattrlicher Zahlen
= Startzustande sind ({), t) mit beliebiger Sequenz t

= Die durch t gegebene Sequenz soll sortiert werden, so dass
schliel3lich ein Zustand (s, ¢)) erreicht wird, wobei s der Sequenz
entspricht, die durch Sortieren aus t entstent.

= Forderung:
< Von jedem Startzustand (), t) wird
< nach endlich vielen Schritten der Endzustand (s, ()) erreicht,
< wobei s der Sequenz entspricht, die durch Sortieren aus t entstent.
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Beispiel: Sortierer - erzeugt aufsteigende Sortierung

Asort((), <) ° £) = {(<n), 1)}
Asor(S o (n ), {my°f)=if n>m then {(s,{m)°(n)e° {);

else {(s°(n)o{(m), #}
fi

» Diagramm fur Permutationen von (1, 2, 2)
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Definition: Erreichbare Zustande

= Ein Zustand heil3t erreichbar, wenn er in einem Ablauf enthalten ist.

= Induktive Konstruktion der Menge R_c X aller erreichbaren
Zustande

2i+1 — A(zi)
Roo — Uzl
i>0

= Andere Charakterisierung:

< R_ ist die kleinste Zustandsmenge, die folgende Ungleichung flr die
Menge R erfullt

RoZ, U UA(G)

oceR
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Definition: Permanente Invariante & Stabiles Pradikat

= Wir Ubertragen die Beweismethode der Induktion auf
Zustandsmaschinen:

= Ein Pradikat auf Zustanden p: ¥ — B heil3t (permanente) Invariante,
wenn p fur alle erreichbaren Zustande gilt

= Ein Pradikat auf Zustanden p: ¥ — B heil3t stabil, wenn ftr alle
Zustande o und ¢’ gilt:

p(c)Ac' e Alo) =p(c')
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Zusammenhang von Stabilitat und Invarianz

= Sel p: ¥ — B ein Pradikat auf Zustanden einer ZM (4, %), dann gilt:
Ist p stabil und gilt fur jeden Anfangszustand o, € X,, dann ist p eine
permanente Invariante.

= Sei p: £ — B eine permanente Invariante und g: £ — B ein Pradikat
auf Zustanden. Gilt fur jeden (erreichbaren) Zustand o

p(c) =q(o)

dann ist auch g eine permanente Invariante.
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Definition: Nichtdet. ZM mit markierten Ubergéngen

= Eine nichtdeterministische ZM mit markierten Ubergangen (A, A, =)
besteht

< aus einer Zustandsmenge %,

< einer Aktionsmenge A,

< Anfangszustanden X, c X (oder einem o, € X) und einer
< Zustandsubergangsfunktion A : ¥ — @ (Z) fur jedes a € A.

= Eine Aktion a € A heif3t bereit im Zustand ¢ € X, wenn
A (o) # I

gilt.

Wir schreiben dann enabled(a, o)
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Definition: Nichtdet. ZM mit markierten Ubergéngen

* Fir ¢’ € A (o) schreiben wir kurz

a

c—0

= Eine ZM mit markierten Ubergéangen ist deterministisch,

wenn fur jede Aktion a € A und jeden Zustand ¢ € X die Menge der
Nachfolgezustande

{c’eX:c elAo)}
hochstens ein Element enthalt.
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Beispiel: Keller

Wir modellieren einen Keller Giber der Datenmenge Data mit
= der Zustandsmenge Data*

= den Aktionen
Aok = {InitStack, pop} u {top(d) : d € Data} U {push(d) : d € Data}
= und der Ubergangsfunktion

AirlitStack(S) = {&}

Apop(s) ={s’':dd € Data :s= <d> 0s'}
Apush(d)(S) = {<d> OS}

Atop)(8)= {{;} falls first(s)=d

sonst
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Zustandsdiagramme

» Ein Zustandsdiagramm ist ein gerichteter Graph.

= Knoten heil3en Kontrollzustande und stellen Mengen von Zustanden
dar.

= Eine Zusicherung in einem Knoten charakterisiert dessen
Zustandsmenge

= Bel markierten Zustandsmaschinen werden Kanten mit Aktionen
markiert

= Kanten kdnnen mit einer Vorbedingung Q(c) und einer
Nachbedingung R(o, o) genau spezifiziert werden.

= Der Anfangszustand ist mit einem Pfeil mit Punkt als Anfang
gekennzeichnet.
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Modellierung der Zustande mit Variablen/Attributen

= Menge von Variablennamen (ldentifikatoren) V
= Menge von Variablenwerten M
= Jede Variablenbelegung
o.V—>M
beschreibt einen Zustand
= Zustandsraum ist £ = (V —> M)
= Den Variablen kbnnen Sorten zugeordnet sein

» Pradikate Uber Zustande (Zusicherungen) werden tber Variablen
formuliert
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Zustandssicht
Systeme als Zustandsmaschinen
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Definition: Zustandsmaschinen mit Ein- und Ausgabe

= Eine nichtdet. ZM (A, %,) mit Eingabealphabet | und
Ausgabealphabet O besteht aus einer Zustandsmenge %,
Anfangszustanden X, c X (oder einem G, € X) und einer
Zustandsubergangsfunktion A: £ x | - o (2 x O)

= Solche ZM heil3en auch Mealy-Automaten
< Ausgabe hangt von Eingabe und Zustand ab
= Spezialfall Moore-Automaten
< Ausgabe hangt nur vom Zustand ab
= Fir (¢, 0) € A (o, i) schreiben wir kurz o'—°, 5

= Notation fuir Ubergange in Diagrammen
(Q}i/o{R]
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Beispiel: Warteschlange als Zustandsmaschine

Sort Input = Data  {®}
Sort Output = Data U{®}
| ={(x:d):d e Input}

O ={(y:d):d e Output}

®/y:®{q = {g=)°qgArqg==}x®/y:d
wehea=o x:d/-{q" =q°(d)} x:d/-{q" =q°(d)}

{g=(}x®/y:d{qg = (O}
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Darstellung von Zustandsmaschinen

= Analytisch mit Mitteln der Mathematik und Logik
= Graphisch mit Zustandstbergangsdiagrammen
= Tabellarisch

= Als Matrix

= In der Notation einer Programmiersprache
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Beispiel: Speicherzelle

= Analytische Darstellung

[ = {set(d) : d € Data} U {read, empty }

O = {retum(d) : d € Data} U {done, rejected}
¥, = Data U {void}

A(void, set(d)) = {(d, done)}

A(d,read) = {(d,return(d))}

A(d,empty) = {(void, done)}

A(d,set(d’)) = {(d, rejected)}

A(void, read) = {(void, rejected)}

A(void, empty) = {(void, done)}

og = void

= Graphische Darstellung

read / return(v)

set(d) / done {v = d} .
set(b) / reject

empty / done {v = void}
read / reject {v = void} empty / done {v = void}
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Tabellarische Darstellung

= Eingabe in Zeilen, Zustande in Spalten
= Deterministischer Mealy-Automat

< Ubergangstabelle: Zielzustand im Kreuzungspunkt
< Ausgabetabelle: Ausgabezeichen im Kreuzungspunkt

Ubergangstabelle Ausgabetabelle
So Sy Sa So Sy So
Ty Sy So So T Y1 U1 Ys
T9 So Sa S1 ) Ui Y2 Ui

= Deterministischer Moore-Automat
< Ubergangstabelle, Kennzeichnung der Spalten mit Ausgabe

Gekennzeichnete Ubergangstabelle

So/m St/u So/ya Ss /o S1/va
Ty S Sy Sy Sy Sy
T2 Sy S St So So
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Tabellarische Darstellung ff.

= Logikbasierte Tabelle

< Bsp. Speicherzelle gemaf’ der Formel
Ao, a)={(c',b)}

G a c' b

void read void reject
void set(d) d done
void empty void done

d empty void done

d read d return(d)
d set(d’) d reject

< Jede Zeile definiert einen Ubergang

< Richtige Auswahl der logischen Formel erlaubt sehr kompakte
Darstellung
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Matrix-Darstellung

x/y
= Mealy-Automat Si—)sj
< [Z] = n; nxn-Matrix (m;) So St Sy
< Existiert Ubergang So | z/y1 —  m/m
dann m; = xfy St zi/vi — T/
< Sonst m; = — So | z1/y2 T2/ -
S, —*Y 5
= Moore-Automat i ]
< [Z] = n; nxn-Matrix (m;); n-Vektor Sy S S, Sy S
(Vi)_ S Sol|— =1 — T2 — U1
< Existiert Ubergang Sill= 20 — — =z n
dannm; =xund v, =y Soll = 2 — — 2 U3
< Sonstm; = — Sallmy — o — — n
Spf|za — 2 — - U3

Broy SS 12: Modellierung verteilter Systeme 23



