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Einfiihrung in die Theoretische Informatik

Hausaufgabe 1 (5 Punkte)
Seien die Funktionen fi, fo : N X N — N fiir alle m,n € N definiert durch

fitm,n) =n ~m? bzw. fa(m,n)=m? =~ n.

Stellen Sie die Funktionen g; = uf; und go = pfy durch iibliche Operationen iiber den
reellen Zahlen dar und begriinden Sie die Giiltigkeit Ihrer Darstellungen.

Loésungsvorschlag

e Darstellung von ¢;: Es gilt

min {m € N | fi(m,n) =0} falls ein solches m existiert und
filk,n) # L fir alle £ < m gilt

~
immer erfiillt, da f; total ist

(nf1)(n) =

uE sonst
=min{m € N | n -~ m? =0}
=min{m € N | n <m?}
=min{m € N | /n <m}

e Darstellung von go: Es gilt

(ufa)(n) =min{m € N | m*> =~ n =0}
=min{m € N | m? <n}
=0.

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Wir betrachten die lexikographische Ordnung < auf Wértern iiber . Man beachte, dass
fiir verschiedene Buchstaben a,b € ¥ und alle u,v € ¥* stets au < bv folgt, falls a < b
gilt. Seien f : ¥* — N eine totale und berechenbare Funktion und

L={yeN | Juves urtuv f(u)=f() <y}
Zeigen Sie: Wenn f monoton ist (d.h. u < v = f(u) < f(v)), dann ist L entscheidbar.
Ist stets L = () entscheidbar?



Losungsvorschlag

Sei a der kleinste Buchstabe im Alphabet X. Dann gilt e < a < a? <a®> < ... <a" < ...
Falls u € ¥* einen anderen Buchstaben b # a enthélt, gilt a™ < b fiir alle n € N.

Sei nun y € N.

Falls f(a¥) < y, dann gibt es nach dem Schubfachprinzip k& < [ <y, so dass f(a*) = f(a').
Es folgt y € L.

Falls y < f(a¥). Dann wird gepriift, ob f(a*) # f(a') fiir alle k,1 € [0,y + 1]. Falls dies
gilt, folgt y € L. Anderfalls folgt y € L.

L = () ist nicht entscheidbar. Ein Beweis wurde nicht verlangt, aber die Aussage kann mit
dem Satz von Rice bewiesen werden, wenn man das Problem als Menge von Turingma-
schinen umschreibt, die die betreffenden Funktionen darstellen.

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

1. Ist es entscheidbar, ob bei der Ausfithrung
(i) eines LOOP-Programms P (ii) eines WHILE-Programms P

auf Eingabe 0, ein bestimmter Programmpunkt 50000 Mal erreicht wird? Begriinden
Sie Thre Behauptung.

2. Wir betrachten eine modifizierte WHILE-Sprache, in der die Anzahl der Variablen
auf 50000 beschrankt ist.

Ist das Halteproblem fiir solche WHILE-Programme entscheidbar? Begriindung!

Loésungsvorschlag

Programme P sind Programmtext. Die Ausfithrung von P kann simuliert werden durch ein
weiteres Programm, in das zusétzliche Beobachtungsvariablen und -anweisungen o := o+1
eingefiigt werden konnen, so dass o in P nicht vorkommt und mit 0 initialisiert wurde. Falls
P stoppt oder abgebrochen wird, dann zeigt der Wert von o an, ob P zum Programmpunkt
der Anweisung o := 1 mindestens 50000 Mal gekommen war.

1. Jedes LOOP-Programm terminiert. Deshalb kann in jedem Fall die verlangte Bedi-
nung gepriift werden.

2. Dieselbe Eigenschaft ist fiir WHILE-Programme unentscheidbar. Wire sie entscheid-
bar so wire es auch das Halteproblem fiir WHILE-Programme auf Eingabe 0 (dessen
Unentscheidbarkeit kann man analog zum Halteproblem auf leerem Band bei Tu-
ringmaschinen zeigen). Man fiigt am Ende nach entsprechenden Umbenennungen
die folgenden Anweisungen mit LOOP-Schleife an:
xo = 50000; LOOP xo DO o := o+ 1 END. Das neue Programm erfiillt die
Eigenschaft genau dann, wenn das urspriingliche Programm terminiert.



Hausaufgabe 4 (5 Punkte)
Sei ¥ = {0, 1}.

1.

2.

Seien A, B C ¥* und A sei reduzierbar auf B, i.7Z. A < B. Beweisen oder widerlegen
Sie: Wenn B regulér ist, dann ist auch A regulér.

Sei M,, eine Turingmaschine mit L(M,,) # 0. Verwenden Sie Reduktion, um zu
zeigen, dass die folgenden Mengen unentscheidbar sind:

o [ ={weX* | M,hilt auf allen Eingaben aus L(M,,)}
o Ly ={(v,w) e X* xX*| L(M,) = L(M,)}

Losungsvorschlag

1.

2.

Wir widerlegen die Aussage.

Sei A eine kontextfreie Sprache, die nicht regulér ist. Dann ist A entscheidbar und
es gibt eine totale berechenbare charakteristische Funktion y : ¥* — N.

Wir kodieren 1 und 0 aus N entsprechend als Wort aus X* und bezeichnen die y
entsprechende Abbildung als f : ¥* — ¥*. Wir setzen B = {1} C ¥*. Dann ist f
offenbar eine Reduktion von A auf B und B ist reguldr. Widerspruch!

e Wir reduzieren Hj auf L;: Fiir einen gegebenen Code einer Turingmaschine w
sei w’ = f(w) der Code einer Turingmaschine M,,, die die Ausfithrung von M,,
auf dem leeren Band simuliert. Falls M,, hélt, wird M,,, ausgefiihrt.

Die Abbildung f, die diese Konstruktion beschreibt, ist offensichtlich total und
berechenbar und es gilt

w e Hy — Mw[O] l — (VU € L(Mwo).Mw/[U] l) .

Damit ist w € Hy genau dann wenn w’ € L. Es folgt Hy < L; und damit ist
L1 unentscheidbar.

e Sei vy die Kodierung einer Turingmaschine, fir die L(M,,) = X* gilt. Wir
zeigen die Unentscheidbarkeit der Menge L) = {w | L(M,,) = L(M,,)}, wor-
aus sofort die Unentscheidbarkeit der Menge Ly folgt, denn wir kénnen mit
f(w) = (vg, w) die Menge L), auf Ly reduzieren.

Nun reduzieren wir Hy auf L}: Fiir einen gegebenen Code einer Turingmaschine
w sei w' = f(w) der Code einer Turingmaschine M,,, die bei Eingabe y zu-
néchst die Ausfithrung von M, auf dem leeren Band simuliert. Falls M,, halt,
wird die Eingabe y akzeptiert.

Die Abbildung f, die diese Konstruktion beschreibt, ist offensichtlich total und
berechenbar und es gilt

we Hy <= M,[0] | <= (Vv e X" My[v] ).

Damit gilt w € Hy genau dann, wenn w' € L. Es folgt Hy < L, und damit ist
auch L unentscheidbar.



Vorbereitung 1

Wir betrachten wieder die in der Vorlesung beschriebene Kodierung von Turingmaschi-
nen durch Worter iiber ¥* = {0,1}*. Fiir ein w € ¥* beschreibt ¢, : ¥* — ¥* dann
die Funktion, die durch die Turingmaschine M, berechnet wird. Finden Sie informelle
Beschreibungen fiir die folgenden Mengen:

1. A={w e X* | ¢, =Q}.

2. B={w e T | ¢,(101) # L} .

3. C={weX*| pyle) =w}.

4. D = {(u,v,w) € Z*xT*x3* | pu(w) = p,(w)}.

Losungsvorschlag

1.

Die Menge aller (Codes der) Turingmaschinen, die die {iberall undefinierte Funktion
Q) berechnen, die also auf keiner Eingabe halten.

. Die Menge aller (Codes der) Turingmaschinen, die auf der Eingabe 101 anhalten.

Die Menge aller (Codes der) Turingmaschinen, die ihren eigenen Code auf das leere
Band schreiben. Das entspricht den sogenannten Quines (nach dem Logiker und
Philosophen Willard V. O. Quine), den Programmen, die bei leerer Eingabe ihren
eigenen Quellcode ausgeben.

Ein Tripel (u,v,w) liegt genau dann in D, wenn die Turingmaschinen M, und M,
bei der Eingabe w die gleiche Ausgabe liefern. Insbesondere muss auch
M,[w] | <= M,[w] | gelten.

Vorbereitung 2

Sei ¥ ein Alphabet. Ein Paar (I,7) mit [, € ¥* nennen wir konsistent, falls [ Préfix von r
oder r Prifix von [ ist. Sei P eine endliche Menge von Tupeln (z,y) mit z,y € ¥*. Dann
nennen wir eine Folge von konsistenten Paaren (lg,7¢), ..., (Ix, ) eine Berechnung in P,
falls es fiir alle ¢ mit 0 < i < k ein Paar (z,y) € P gibt mit l;x = ;41 und r;y = riq,
wobei auch (ly,79) € P gelten soll. Die Berechnung terminiert, wenn [ = 7, gilt.

1.

Machen Sie sich klar, dass es genau dann eine terminierende Berechnung in P gibt,
wenn das Post’sche Korrespondenzproblem P l6sbar ist.

Sei P = {(1,111), (10111, 10), (100,00)}. Geben Sie eine terminierende Berechnung
an, die mit (10111, 10) beginnt. Welche Berechnungsschritte sind deterministisch?

. Warum kann es nur triviale Berechnungen in P geben, wenn fiir ein bestimmtes n

und fiir alle (z,y) € P die Lédngenbedingung |z| = |y| = n gilt?



Losungsvorschlag

1. Ein geordnetes n-Tupel P = ((z1,v1), (z2,92), - - -, (Tn, Yn)) nennen wir ein Post’sches
Korrespondenzproblem. Eine Menge von Indizes i1, i, . . . , 4, nennen wir eine Losung
von P, falls die Worter © = x;, @, ... 2;, und y = v, ¥, - . . ¥;, gleich sind, d. h. z = v.
Bei gegebener Losung setzen wir [y = x;, und ro = y;,. Aus z = y und |z;,| < |y |
folgt x;, Préfix von y;,. Aus x = y und |z;,| > |y;,| folgt y;, Prifix von x;,.

Im Allgemeinen setzen wir [; = lj—1zi,, und ry; = r;_1y;,, und zeigen die Konsistenz
per Induktion.

Umgekehrt kann man aus gegebener terminierender Berechnung (lg, 70), .. ., (Ix, %)
leicht eine Losung rekonstruieren.

2. Wir bringen die Tupel (z,y) wie folgt zur Anwendung
(x07y0) = (101117 10)7 (:L‘hyl) = (17 111)7 (I273/2) = (L 111)a (l'g,y{;) = (100700)

Die Berechnungen sind

l, = 10111

o = 10

L, = 101111

r1 = 10111

l, = 1011111

ro = 10111111
l; = 1011111100

rs = 1011111100

Nur (x1, ;) wurde deterministisch ausgewéhlt.

3. Fiir das erste Tupel (z,y) folgt aus der Prifixbedingung der Konsistenz bereits
x = y. Dies folgt auch fiir jedes weitere Tupel, das konsistent zur Anwendung kommt.
(x,x) ist stets eine triviale Losung des Post’chen Problems.

Tutoraufgabe 1

1. Seien L; und Ls rekursiv aufzdhlbare Mengen. Sind die folgenden Mengen L, und
Ly rekursiv aufzahlbar? Beweisen Sie Thre Antwort!

(1) La:[qULg. (1) Lb:{$’$EL1<:>$EL2}.

2. Sei L, C A fiir alle n € N rekursiv aufzdhlbar. Zeigen Sie, dass dann auch

L=|]JL

ieN
rekursiv aufzahlbar ist.

3. Sei R C M x M eine rekursiv aufzdhlbare Relation iiber einer Grundmenge M.

Zeigen Sie, dass die transitive Hiille R von R rekursiv aufziahlbar ist.



Losungsvorschlag

1. Seien f; : N — Ly und f; : N — Lo totale, berechenbare Funktionen, die beide
surjektiv sind.

(i) Wir zeigen, dass L, rekursiv aufzahlbar ist. Wir konnen ohne Einschrankung
annehmen, dass L; und Ly nicht leer sind, denn ansonsten ist L, gleich einer
der beiden Mengen, und somit rekursiv aufzihlbar. Es existieren also Aufzah-
lungsfunktionen f; und f,. Wir definieren

) film),  falls n = 2m
falr) = {f2(m), falls 7 = 2m + 1

fo ist surjektiv auf N — L U Ly, total und berechenbar.

(ii) Seien L1, Ly C ¥*. Dann gilt Ly = (L1 N Ly)U(Ly N Ly). Wir zeigen, dass L;, im
Allgemeinen nicht rekursiv aufzéhlbar ist. Wir beniitzen dabei die Aquivalenz,
dass eine Menge genau dann rekursiv aufziahlbar ist, wenn sie semi-entscheidbar
ist.

Es geniigt L; = () zu setzen und Ly so zu wihlen, dass L, semi-entscheidbar
und das Komplement L, nicht semi-entscheidbar ist.

Sei Ly = K = {w | M,[w] |}. Dann ist nach Korollar 4.75 der Vorlesung K
nicht semi-entscheidbar und mithin nicht rekursiv aufzéhlbar. Die leere Menge
ist nach Definition rekursiv aufzéhlbar.

Wegen Ly = L, ist damit L, nicht rekursiv aufzihlbar.

2. Wieder einmal ist die Cantorsche Paarngsfunktion duflerst hilfreich:

Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass L nicht leer ist, denn ansonsten ist sie
trivialerweise rekursiv aufzéhlbar. Sei d ein beliebiges Element aus L. Fiir jedes L;
konnen wir eine Aufzdhlungsfunktion f; : N — A annehmen, so dass f;(N) = L;.
Falls L; leer ist, dann setzen wir f;(n) = d. Nun definieren wir f : N — A durch

f(n) = fpim(p2(n)) -
Offensichtlich ist f total und berechenbar, da f;, p; und ps total und berechenbar
sind. Man sieht leicht, dass f(N) = L. Damit ist L rekursiv aufzahlbar.

3. Wir zeigen zunéchst, dass wenn zwei Relationen R, S € M x M rekursiv aufzéhlbar
sind, dann auch ihre Komposition Ro S = {(z, 2) | Jy.(z,y) € RN (y,z) € S}: Wir
wahlen wieder 0.E. ein d € Ro S und nehmen Aufzédhlungsfunktionen fr und fg an.
Dann definieren wir

_ ) (@,2) fallsy =y, wobei (z,y) := fr(pi(n)) und (y', 2) := fs(p2(n))
Jros(n) = d sonst

Damit ist R o S rekursiv aufziahlbar.

Mit einer einfachen Induktion sieht man, dass R™ fiir alle n > 1 ebenfalls rekursiv
aufzahlbar ist, denn R"*! = Ro R™.

Mit Aufgabenteil 2 folgt, dass R = ;o R’ rekursiv aufzéhlbar ist.



Tutoraufgabe 2

Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Rice:

1. Ly ={w e ¥* | L(M,,) ist kontextfrei} ist unentscheidbar.

2. Ly ={w e ¥* | Vn € N.¢,(n) = 3n + 5} ist unentscheidbar.
Warum kann man den Satz von Rice auf folgende Menge nicht anwenden?

3. Ly ={w e ¥* | Vn € N.gp,(n) = L und w ist ein Palindrom}

Loésungsvorschlag

Der Satz von Rice vereinfacht die Reduktionsbeweise. Wir miissen lediglich priifen, ob die
Eigenschaften L; und Ly nicht triviale Eigenschaften der berechneten Funktionen sind.

1. Es gibt mindestens eine Sprache L C >*, die nicht kontextfrei ist, denn kontextfreie
Sprachen sind entscheidbar, also kann das Halteproblem nicht kontextfrei sein.

Daraus folgt Ly # ¥*.
Andererseits gibt es mindestens eine kontextfreie Sprache iiber X, d.h. L, # 0.

2. Ly # (), weil es fiir die Berechnung von 3n + 5 eine Turingmaschine gibt.

Andererseits ist klar, dass nicht jede Turingmaschine die Funktion 3n+ 5 berechnet,

d.h. Ly # .

3. Hier ist der Satz von Rice nicht anwendbar, denn dafiir miisste es eine Funktio-
nenmenge F' geben, so dass Ly = {w | ¢, € F'}. Es ist aber nicht ausgeschlossen,
dass es Worter v und w gibt, so dass ¢, = ¢, und v ein Palindrom ist, aber w
keines. Ob es solche Worter tatsédchlich gibt hdngt von der konkreten Codierung
von Turingmaschinen in Worter ab.

Tutoraufgabe 3

1. Zeigen Sie, dass die folgende Instanz P des Post’schen Korrespondenzproblems keine

Losung hat:
P ={(10,101),(011,11),(101,011)}

2. Zeigen Sie, dass das Post’sche Korrespondenzproblem iiber einem Alphabet mit nur
einem Symbol entscheidbar ist.



Losungsvorschlag

1. Nur (lp,r0) = (10,101) kann als erstes Tupel zur Anwendung kommen, weil die
anderen Tupel nicht konsistent sind.

Wir reduzieren die Berechnung dquivalent und beginnen bei (u,v1) = (€, 1).

(10, 101) kann nicht zur Anwendung kommen, und auch (011, 11) nicht. Anwendung
von (101, 011) fithrt aber sofort in einem Berechnungszyklus zu (uq,v;) zuriick.

Uy = €
v, = 1
uy = 101
vy = 1011
Uy = €
v, = 1

2. Alle Tupel (x,y) € P haben die Form (a™, a™) mit m,n > 0.

Falls m = n gilt fiir ein (z,y) = (a™,a™) € P, dann ist das Problem trivial l6sbar
durch den Index von (z,y).

Falls m > n gilt fir alle (z,y) = (a, ™) € P, dann ist das Problem nicht lésbar.

Falls m < n gilt fiir alle (z,y) = (a™,a") € P, dann ist das Problem ebenfalls nicht
l6sbar.

Falls es (z1,91) = (a™, a"), (z2,92) = (a*,a') € P gibt mit m > n und k < [, dann
konstruiert man eine Losung wie folgt:

Man nimmt (I — k) Mal das Paar (z1,4;) und (m —n) Mal das Paar (x2,y,). Dann
gilt fiir (z,y) = (z1,91)" " (x2, 32)" "

T

(am)l—k(ak)m—n — aml—kn’

— (an)l—k(al)m—n — a—nk—Hm

)

also x = y.



