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Einfiihrung in die Theoretische Informatik

Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

Seie 3 = {a, b}. Geben Sie Sprachen L; bzw. Ly an, so dass die folgenden Eigenschaften
gelten:

1. abe€ Ly und L7y = L.

2. L ist endlich und L} = Lo
Zeigen Sie fiir alle Sprachen A C »*:

3. (A")* = A~

Losungsvorschlag

1. Z.B. Ly = {ab}* oder L; = ¥*.

2. Ly = {€} ist die einzige Losung. Gébe es ein nichtleeres Wort w € Lo, dann wire
{w"™ | n € N} C L und damit Ly = L} unendlich. Das leere Wort ist immer in Lj.

3. Fiir die Richtung (A*)* C A* geniigt es zu zeigen, dass fiir alle n € N, (A*)" C A*
gilt. Wir induzieren iiber n. Im Fall n = 0 gilt offenbar (A*)? = {¢} C A*. Im
Induktionsschritt gilt (A*)"T! = A*(A*)" C A*A* = A*, wobei die mittlere Inklusion
aus der Induktionshypothese folgt, und die hintere Gleichung aus TA1 von Blatt 1.
Die Gegenrichtung ist offensichtlich, da A* = (A*)! C [J,on(A*)" = (4%)*.

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Geben Sie einen deterministischen endlichen Automaten (als Graph und Ubergangsrela-
tion) an, der tiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} die folgende Sprache akzeptiert.

1. Die Menge aller Wérter, die das Teilwort 1101 enthalten.

2. Die Menge aller Worter, bei denen die Anzahl der Nullen durch 4 teilbar ist.



Losungsvorschlag

1. Die Menge aller Worter, die das Teilwort 1101 enthalten, werden akzeptiert vom
Automaten Al = ({q07 qi, 92,93, Q4}7 27 57 qo, {(14})
Graph und Ubergangsrelation:

do do q1

0
q1 qo q2
1 1
—| qo q1 q2 0 q3 1 Q 42 43 12
0 qs do qa
q4 q4 44
0

2. Die Menge aller Worter, bei denen die Anzahl der Nullen durch 4 teilbar ist, werden
akzeptiert vom Automaten Ay = ({qo, q1, 42,43}, 2,9, G0, {q0})-

1 0,1
q4

Graph und Ubergangsrelation:

1 1 1 1
/Q ¢ | 6(¢;,0) | 6(g;, 1)
H@ 0 q1 0 G2 0 e do a1 do
U q1 q2 q1
q2 qs q2
0 q3 qo q3

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)
Zeigen Sie

S(q,uv) = S(S(q,u),v) fiir alle w,v € ¥*.
Losungsvorschlag

Wir induzieren iiber wu:

Basis: u = e. 3((], €v) = 5(q, v) = 5(5((], €),v)

Schritt: © = aw mit a € ¥ und w € ¥*.

Wir haben die Induktionshypothese 5(q, wv) = 5(5(q, w),v) Vq € Q.

5(g, awv) = 8(8(q, @), wo) "2 §(5(5(g, a), w), v) = §(5(g, aw), v)

Hausaufgabe 4 (5 Punkte)

Sei ¥ = {a,...,z}. Geben Sie einen NFA an, der die Sprache der Worter akzeptiert, die
(mindestens) eines der folgenden Worter als Teilwort enthalten: spitzingsee, seekarkreuz,
karwendel, wendelstein.

Machen Sie sinnvollen Gebrauch von Nichtdeterminismus, so dass Ihre Konstruktion mog-
lichst einfach ist, und sich leicht auf andere Suchworter verallgemeinern lésst.



Losungsvorschlag

Hier ist der Nichtdeterminismus besonders niitzlich, da wir uns nicht um mogliche Uber-
lappungen in den Suchwortern kiimmern miissen. Die direkte Konstruktion eines DFA
hingegen ist wegen dieser Uberlappungen deutlich schwieriger.

Mit dem Potenzmengenverfahren kann man allerdings auf automatisierte Weise einen DFA
erhalten, woraus sich auch direkt ein effiziente Implementierung eines Matchers ergibt.



Vorbereitung 1
Wir betrachten einen nichtdeterministischen Automaten A = (Q, %, 6, qo, F'), der durch

die folgende Grafik gegeben ist.
0.1

1

1. Geben Sie einen regulédren Ausdruck R an, dessen Sprache von A akzeptiert wird.

2. Bestimmen Sie 3({(]0, ¢1},1) und 5({(]1}, 1)
Losungsvorschlag

1. L(A) ist die Vereinigung von {0, 1} und der Menge aller Worter, die mit 1 beginnen
und ansonsten beliebig fortgesetzt sind. Dabei wird die einzelne 1 vom zweiten Fall
subsumiert.

Wir setzen R also aus den 3 Ausdriicken fiir {0}, {1} und {0, 1}* zusammen. Dies
sind 0 bzw. 1 bzw. (0[1)*. Wir erhalten z. B.

R=0](1(0]1)").
2. g({QO:Ql}? 1) - {Q17QQ}’ und g({ch}v 1) - @

Vorbereitung 2

Fiir zwei Worter v, w € ¥* definieren wir die Sprache v || w C ¥* wie folgt:
vlle={v}
ellw={w}
v || yw = {z}(v || yw) U {y}(zv || w)

Intuitiv beschreibt v || w genau die Menge aller Verschrankungen von v und w in denen
sich Fragmente aus v und w beliebig abwechseln, wobei die Reihenfolge der Zeichen aus
v und w jedoch erhalten bleibt. Das kann man sich gut als das Ineinanderschieben zweier
Kartenstapel veranschaulichen.

1. Sei ¥ = {a,b, A, B}. Bestimmen Sie ab|| AB.

2. Geben Sie einen NFA an, der die Sprache aa || b akzeptiert.

Losungsvorschlag

1. ab|| AB = {abAB, aAbB,aABb, AaBb, ABab, AabB}.

> NEA QQQ
20,0



Tutoraufgabe 1
Wir betrachten den reguléren Ausdruck R = (1(0]1)*)|0.

1. Konstruieren Sie fiir R mit dem Standardverfahren aus der Vorlesung einen e-NFA
A, so dass L(R) = L(A) gilt.

2. Wandeln Sie den erhaltenen Automaten in einen dquivalenten NFA ohne e-Ubergiinge
um.

3. Konstruieren Sie durch Anwendung des Potenzmengenverfahrens einen DFA, der
die Sprache des Ausdrucks R akzeptiert.

Losungsvorschlag

1. Der Zusammenbau eines Automaten nach dem Schema eines reguldren Ausdrucks
geschieht mit einem Hilfszeichen h, das die Ubergéinge zwischen den Komponenten-
automaten regelt. Man erhélt zunéchst einen NFA {iber dem erweiterten Alphabet
YU{h}. Die Sprache dieses Automaten projiziert man dann auf die gesuchte Sprache
L(R) durch Entfernung des Hilfszeichens aus allen Wortern. Diese Enfernung kann
formal als Interpretation von A mit dem leeren Wort e dargestellt werden.

Die Konstruktion ist in Satz 2.17 der Vorlesung beschrieben mit dem Hilfszeichen
€. Man erhélt dann den folgenden e-NFA A = (Q, X U {e}, qo, F

O q/'

2. Wir vereinfachen zunéchst den obigen e-NFA durch Beseitigung ,,offensichtlich un-
notiger” Zustidnde. Das sind Zustdnde, die keine Endzustéinde sind, und die genau
eine eingehende und eine ausgehende Kante haben, von denen mindestens eine mit €
beschriftet ist. Diese Zusténde konnen offensichtlich entfernt werden und die Uber-
ginge zusammengefasst. Im konkreten Beispiel entfernen wir also die Zustédnde ¢y,
¢4, ¢5 und gg und erhalten folgenden vereinfachten e-NFA:




Wir konstruieren nun den zugehorigen NFA A" = (Q, %, &', qo, I ) ohne e-Ubergiinge.
Dieser hat dieselbe Zustandsmenge aber eine geinderte Ubergangsfunktion §':

§'(q,a) = d(q,e’ae”) = | ] d(q,x)

ree*ae*

Es ist sinnvoll, zunéchst die sogenannten e-Hiillen
= U 5((],ZE)
ree*

aller Zusténde g zu berechnen. Wir erhalten

(Q(b ) = {(Jo} 5((]276*) = {Q2,Q3}7 5(93, 6*) = {Q3}7
0(as,€") = {a3, 46} 0(qr,€") = {gs, a7}, 0(qo, €) = {qo} -

Die Ubergiinge ¢ bei Eingabe von Buchstaben aus 3 ergeben sich aus der Formel
§'(q,a) = 6(5(0(g. €), a), €)
wie folgt fiir a € {0, 1}:
5'(00,0) = 0(3({a0}.0),€") = 6({as}, €") = {ao} ,

5I(QO7 1) = (é({CIO}v 1)7 €*> = 5({92}7 €*> = {Q27 Q3} )
0'(¢2,0) = 0(6({az,43},0),€") = 0({as}, €") = {as, 06},

Sy O

Die iibrigen Ergebnisse sind in der untenstehenden Tabelle angegeben, die die Uber-
gangsrelation des neuen Automaten beschreibt. Da in unserem Beispiel offenbar das
leere Wort € nicht in L ist, d. h. € € L, kann die Menge der Endzusténde unveréandert
iibernommen werden. Damit ist F’ = {q2, g6, ¢7, ¢o }-

¢ | 9'(¢:,0) | 6'(g5, 1)
do {Q9} {C]2, Q3}
q2 {QB7Q6} {Q3,Q7}
qs {Q37Q6} {CI3,Q7}
de {Q37Q6} {C]3,CI7}

qr {Q3>CJ6} {613,617}
do 0 0

. Das Potenzmengenverfahren liefert einen zu A" dquivalenten DFA A” = (P(Q),%,d",
{qo}, F""). Wir listen aber die Ubergangsfunktion nur fiir die von ¢y aus erreichbaren
Zustdnde auf. Im Folgenden schreiben wir abkiirzend ¢;q;qx fiir {g;, ¢;, g }-

S; 5/,(3i7 0) (5”(81', 1)
do q9 4243
4293 q39qe qsq7
q39e d39e qsq7
q3q7 4396 q3q7
q9 0 0

0 0 0

6



Alle weiteren Zustinde und Ubergéinge sind von {qo} aus nicht erreichbar und
daher fiir die Sprache von A” irrelevant. Die Endzustandsmenge ergibt sich als

F" = {q2q3, 4396, 9397, Go }-

Bemerkung: Es gibt allerdings einen dquivalenten DFA mit nur 4 Zustédnden.

Tutoraufgabe 2

Sei v || w fiir v, w € ¥* wie in Vorbereitungsaufgabe 2 definiert. Fiir zwei Sprachen L, und
L+ definieren wir nun:

LillLz = [ (ullv)

uelq
vE Lo

Man kann dieses sogenannte Shuffle-Produkt als Parallelkomposition von zwei unabhén-
gigen Ablaufen betrachten.

1.

2.

Versuchen Sie, eine einfache Beschreibung von L((01)*) || L((10)*) zu finden.

Zeigen Sie: Wenn Ly und L, reguldr sind, dann ist auch L;||Ly regulér. Hinweis:
Konstruieren Sie einen NFA fiir Ly || Lo.

Fiihren Sie die Konstruktion konkret fiir die Sprachen L((01)*) und L((10)*) durch
und geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die Sprache beschreibt.

Losungsvorschlag

1.

Es ist auf Anhieb nicht klar, wie die Sprache L((01)*) || L((10)*) aussieht. Die erste
Hypothese, dass es sich um {0, 1}* handeln konnte ist falsch, denn in beiden Teil-
sprachen ist die Anzahl der Einsen und der Nullen stets gleich, also muss das auch
fiir das Shuffle-Produkt gelten. Andererseits ist z.B. das Wort 000111 nicht mdoglich,
da drei Nullen hintereinander nicht vorkommen koénnen. Man sieht also, das eine
kompakte Beschreibung des Shuffle-Produkts unter Umsténden schwierig sein kann.
Die Automatenkonstruktion im néchsten Aufgabenteil hilft uns aber weiter.

Aus zwei NFAs N1 = (Q172751,QO17F1) und N2 = (QQ,Z,(SQ,QOQ,FQ) fiir L1 bzw.
Ly konstruieren wir einen NFA, der das Shuffle-Produkt akzeptiert. Wir verwen-
den einen Produktautomaten, dessen Zustdnde genau Paare von Zustédnden der ur-
spriinglichen Automaten sind:

Ny = (Q1 % Q2,%,90), (qo1, qo2), F1 X F)

Ein Schritt im neuen Automaten besteht darin, dass einer der beiden “Teilautoma-
ten” einen Schritt macht:

o((q1, @), a) ={(d, @) | ¢ € 0ulqr,a)} U{(q1,q) | ¢ € da(gq2,a)}



3. Zu den reguldren Ausdriicken (01)* und (10)* kann man leicht je einen NFA angeben:

0
20=0 of ]2
Nll 1 NQZ @

Der Automat N fiir das Shuffle-Produkt hat dementsprechend vier Zusténde:

Hier kann man jetzt auch etwas leichter ablesen, wie die Produktsprache aussieht:
Sie kann z.B. durch den reguldren Ausdruck (01]10)* beschrieben werden.



