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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)
Wir betrachten wieder die Operation quot (vgl. Tutoraufgabe 1, Blatt 3):

quot(a, L) ={w € ¥* | aw € L}
Diese wird auch als Ableitung der Sprache L nach a bezeichnet.

1. Finden Sie geeignete rechte Seiten fiir die folgenden Ableitungsregeln:

e quot(a,{e}) =...
e quot(a,{d'})=... fir o’ € 3,
e quot(a,LyULy)=...

2. Zeigen Sie die Korrektheit der Regel fiir die Vereinigung

3. Stellen Sie auch die Regel fiir die Konkatenation auf, und unterscheiden Sie dabei
die Fille € € L und € ¢ L. Begriinden Sie informell, warum die Regel korrekt ist.

Loésungsvorschlag

1. e quot(a,{e}) =10

e quot(a,{d'}) = {

e quot(a, Ly U Ly) = quot(a, L1) U quot(a, Ls)

{e} fallsd' =a

1) sonst

2. Sei w € ¥* beliebig. Dann gilt.
w € quot(a, L; U Ly)
<— aw € L1 U Ly
< aw € L1 Vaw € Ly
< w € quot(a, L1) Vw € quot(a, Ls)
< w € quot(a, L) U quot(a, Ls)
Damit sind beide Sprachen gleich.

quot(a, L1) Loy U quot(a, Ly) falls € € Ly

t(a, L1 Ly) =
quot(a, L1 L) {quot(a, L)L, falls e ¢ Ly

Begriindung: Fiir w € quot(a, L1 Ls), also aw € LyLy gibt es zwei Fille. Entweder
gehoren das a (und ein Teil von w) zu Ly, dann ist w € quot(a, L1)Ly. Oder ganz
aw liegt in Ly. Dann ist w € quot(a, Ly). Dann muss aber € € L; sein.



Hausaufgabe 2 (5 Punkte)
Stellen Sie die folgenden Sprachen jeweils durch einen regulédren Ausdruck dar.

1. Die Sprache L; aller Worter iiber ¥ = {0, 1, /, #}, in denen das Teilwort #/ nicht

vorkommt.

2. Die Sprache Ly aller Worter iiber {0, 1, /,#}, der Form /#w+#/, so dass w € ¥*
kein Teilwort #/ enthilt.

Loésungsvorschlag

1. Folgen des Symbols # konnen am Ende stehen oder sie sind gefolgt von einem der
Symbole 0, 1. Wir schreiben abkiirzend # fiir den regulédren Ausdruck (0 | 1| /).
Dann gilt L; = L(c;) mit

a=(F|#70]1) #.

2. Wir bemerken, dass einerseits /#/#/ € Lo und andererseits /## /#/ ¢ Lo gelten.
Nun folgt leicht, dass Ly = L(az) mit

042:/#041#/-

Insbesondere der erste Ausdruck ist durch bloBles Hinschauen nicht leicht zu finden. Ein
DFA fiir L lasst sich aber sehr leicht konstruieren, und somit kénnte man auch einen
dquivalenten Ausdruck aus diesem DFA erhalten.

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

Konstruieren Sie durch Losung entsprechender Gleichungen (siche TA 3, Blatt 3) einen
reguléren Ausdruck fiir die Sprache R] —(Def. siche Kleene’scher Satz 2.17) des DFA
M = ({qo,---,q},{0,1},0, g0, {gs}) mit folgender Ubergangstabelle:

q | 6(q,0) | (g, 1)
do q1 q2
a1 qo0 44
gz q2 qz
qs q1 qo
q4 q3 qs

Losungsvorschlag

Man erklért ¢4, zum Startzustand und gy zum Endzustand und sucht nun den Ausdruck
X4 fiir L(Q4)
Man stellt zundchst das Gleichungssystem autf:

Xo = 0X,|1Xs | €
X, = 0X,|1X,
X, = 0X,|1X,
X; = 0X;|1X,
Xy = 0X3|1X;
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Der Zustand ¢, ist ein Fangzustand, von dem aus man nicht in einen Endzustand kommen
kann, weshalb X, = @ sein muss, wobei @ der Ausdruck fiir die leere Sprache sein soll.
Eine Sonderiiberlegung braucht man dafiir allerdings nicht, denn diese Tatsache ergibt
sich bereits aus der sturen Anwendung von Ardens Lemma:

—— ~~~
A B
Damit erhalten wir Xy = 0X; | € und setzen in die Gleichung fiir X3 ein:
X3 = 0X1 | 1(0X1 | 6)
——

Xo

(0]10)X; | 1,
womit sich X, wie folgt ergibt.
Xo = (0[D((0]10)X, [ 1)
= (0|1)(0]10)X; | (01]11).
Nun erhalten wir fiir X; die folgenden Gleichungen.
000Xy [ €) [ 1(0 [ 1)((0]10)X; | 1))

00X, | 0] 1(0 | 1)(0]10)X, | 1(0 | 1)1
(00[1(0[1)(0[10))Xy | (0]1(0[1)1).

Wir 16sen mit Arden’s Lemma.
Xy = [(00]1(0[1)(0[10))]*(0]1(0[1)1)
und setzen ein

Xy = (0[D(0[10)[[(C0[1OM)(O0[10))" (O] LOIHD)] | (0] 11).

Hausaufgabe 4 (5 Punkte)
Sei ¥ = {a, b}.
1. Sei L; = {(a®™)" |n € N}.
Zeigen Sie mithilfe des Pumping-Lemmas, dass L; nicht regular ist.
2. Sei Ly = {a't’ |i < j}.
Nutzen Sie die Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen und die bekannte

Tatsache, dass L = {a’0’ | i € N} nicht regulér ist, um zu zeigen, dass L, nicht
regulér ist.

3. Geben Sie ein Beispiel dafiir, dass die Schlussweise ,,L; ist nicht reguldr und Lo ist
nicht regulér, also ist Ly N Ly nicht regular® im Allgemeinen falsch ist.



Losungsvorschlag

1. Angenommen L ist regulédr, dann erhalten wir wie folgt einen Widerspruch.

Sei n > 0 eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wir betrachten z = (ab")".

Dann gilt |z| > n und offenbar z € L.

Nach dem Pumping-Lemma folgt fiir gewisse u, v, w € ¥* dann
z = wow mit |uv| < n, [v] > 0 und wv'w € L fiir alle i > 0.

Wegen |uv| < n und |v| > 0 gilt uv = a oder uv = a?b* mit 0 < k < n — 2.
Falls v ein a enthilt, dann enthélt uv®w am Wortanfang weniger als 2 a’s.

Da jedes nichtleere Wort in L am Wortanfang genau 2 a’s enthélt ist die Bedingung
ww € L verletzt wenn uv’w # €. Im Fall uv’w = € wiiren aber u = w = € und
somit uv?w = 2% = (a?h")* € L. Das ist unmdoglich.

Falls aber v nur b’s enthilt, dann kann uv?w € L nicht gelten, weil nun das An-
fangswort (Prifix) a®b'a® mehr b’s enthélt als das Suffix a?b" am Ende des Wortes
uvw.

Damit haben wir einen Widerspruch hergeleitet.

2. Wir nehmen an, dass Ly regulér ist, um daraus einen Widerspuch zu erhalten.

Nach Satz 2.19 der Vorlesung muss dann auch LI = {V/a’ | 1,5 € N,i < j} reguliir
sein. Aus einer einfachen Umbenennung von Zeichen ergibt sich, dass die Sprache
L' ={a'¥’ | 4,5 € N,i > j} ebenfalls reguliir ist. Bekanntlich ist L = {a’¥’ | i,7 € N}
regldr. Also sind auch L\ Ly und L\ L’ regulér, mithin ist

(L\ L) N (L\ L) = {a'}] i € N}
reguldr. Widerspruch!

3. Wir haben gezeigt, dass Lo und L’ nicht regulir sind. Es gilt aber Ly N L’ = () und
() ist regulir.



Vorbereitung 1

Die Minimierung deterministischer Automaten beruht auf 2 Minimierungsprinzipien, und

Zwar

Entfernen der vom Startzustand aus unerreichbaren Zustidnde eines Automaten A.

Konstruktion des Quotienten A/=4 eines Automaten A.

Der Quotientenautomat A/=,4 wird dabei in den 2 aufeinanderfolgenden Schritten
a) Berechnung der dquivalenten Zustandspaare (Relation =4 iiber @), und

b) ,Kollabierung“ des Automaten durch Klassenbildung &quivalenter Zusténde,
gewonnen.

1.

2.

Zeigen Sie, dass bei jeder Anwendung eines der obigen Minimierungsprinzipien die
akzeptierte Sprache unveridndert bleibt.

Machen Sie sich klar, dass man stets isomorphe Automaten erhélt, wenn man nach-
einander mindestens beide Minimierungsprinzipien in beliebiger Reihenfolge anwen-
det. Die beiden Minimierungsprinzipien sind also in gewissem Sinne unabhéngig
voneinander.

Losungsvorschlag

1.

Minimierung durch Entfernen:

Man darf nur dann eine Teilmenge von Zusténden eines Automaten entfernen, wenn
sichergestellt ist, dass die Ubergangsfunktion ¢ weiterhin definiert ist. Das Entfer-
nen von unerreichbaren Zusténden eines Automaten A = (Q, %, 0, qo, F') fithrt min-
denstens dann zu einem definierten Automaten A’ = (Q',%,¢', qo, F’), wenn man
gleichzeitig alle unerreichbaren Zusténde enfernt.

Sei U gleich der Menge der unerreichbaren Zusténde in A. Dann setzen wir Q' = Q\U.
Natiirlich gilt ¢y € Q.

Wir definieren F/ = F N Q'.

Die Ubergangsfunktion ¢ wird eingeschrinkt auf @’ x %, d.h. es wird definiert
' =6N((Q x X) x Q). Die Funktionswerte werden dabei nicht verdndert.

Nun ist nachzuweisen, dass ¢’ die Funktionalitdt ' x¥ — @" hat,d. h. 6'(Q", X)) C @'.
Andernfalls wére der Automat A’ nicht wohldefiniert.

Seien ¢ € @', x € ¥. Dann gibt es ein Wort w € ¥*, so dass 3(q0, w) = q. Mithin gilt

~

d(qo, wx) = §(q, ) = ¢'(q, x). Damit ist 6’'(q, x) erreichbar, d.h. §'(¢q,z) € Q'. A’ ist
also wohldefiniert.

Nun zeigen wir L(A") = L(A) wie folgt.

Zuniichst gilt §(go, w) = ¢'(go, w). Dann rechnen wir

L(A) = {wex|§(gw)eF}
{we X0 (qo,w) € FNQ'}
= {we E*\(/s\’(Qmw) € F}
= {wex|d(gp,w) € F}
= L(A).



Minimierung durch Quotientenbildung:

Sei A = (Q,%,0,q, F) ein deterministischer endlicher Automat. Zunichst beob-
achten wir, dass die Definitionen 2.59 bzw. 2.62 der Vorlesung fiir die Aquivalenz
=, (im Folgenden kurz mit = bezeichnet) von Zustdnden bzw. fiir den Quotien-
tenautomaten (A/=) = (Q/=,%,9, [q]=, F//=) unabhingig sind von der Existenz
unerreichbarer Zusténde. Wir setzen also voraus, dass diese Definitionen fiir beliebi-
ge DFA’s gelten. Nun beweisen wir ganz allgemein das Lemma 2.63 der Vorlesung,
dessen Beweis dort den Ubungen iiberlassen worden war:

L(A)=) = L(A).

Beweis: Der Beweis stiitzt sich auf die folgende Implikation:
f=9g NgeF = feF.

Nach Definition folgt aus f = g fiir u = € die Aquivalenz §(f,u) € F < §(g,u) € F.
Wegen 6(g,u) = g € F folgt also f € F.

Wir tragen noch die Definition von F'/= nach:
Fl==Alfl=lfeF}.
Nun rechnen wir

w e L(A/=)

111t

2. Eine mehrfache Hintereinanderausfiihrung der Minimierung durch Entfernen ergibt
offenbar stets den gleichen Automaten, weil die Entfernung unerreichbarer Zustéande,
die Eigenschaft der Erreichbarkeit anderer Zustdnde unberiihrt 1&8t.

Eine mehrfache Hintereinanderausfithrung der Minimierung durch Quotientenbil-
dung fiihrt zwar stets zu neuen Automaten, weil Klassen von Klassen nie identisch
mit den {irspriinglichen Klassen sind. Jede nachfolgende Klassenbildung ergibt aber
nur einelementige Klassen und kann als Umbenennung der Zusténde interpretiert
werden.

Es bleibt die Moglichkeit der Vertauschung beider Minimierungen. Sei £ die Mini-
mierung durch Entfernen und @) die Quotientenbildung. Dann stellt sich die Frage,
ob der Automat E(Q(A)) isomorph ist zum Automaten Q(E(A)).

Zum Beweis der Ismorphie von E(Q(A)) und Q(E(A)) zeigt man, dass die Zuord-
nung [pleqa)) < [Ploea) fiir erreichbare p eine isomorphe Abbildung ist zwischen
den Klassen aus F(Q(A)) und den Klassen aus Q(E(A)).

Vorbereitung 2

Konstruieren Sie einen DFA A = (Q, %, 6, qo, F), der einen zu ¢y dquivalenten und erreich-
baren Zustand p # qq besitzt.



Losungsvorschlag

Ein mogliches Beispiel ist der folgende Automat iiber ¥ = {a}:

Haa

Vorbereitung 3

Skizzieren Sie, wie man fiir einen gegebenen NFA N = (Q,%,0,qo, F') und ein n € N
entscheiden kann, ob ein Wort w € L(N) existiert mit |w| > n.

Loésungsvorschlag

Z.B. kann man |J,csn 5(qo, w) berechnen und iiberpriifen, ob von einem dieser Zustinde
ein Endzustand erreichbar ist.

Oder man konstruiert einen Automaten fiir die Sprache >">* und testet dann den Schnitt
beider Automaten auf Leerheit.



Tutoraufgabe 1

Gegeben sei der deterministische endliche Automat
A=({0,1,2,3,4,5,6},{a,b},0,0,{6}) mit folgender Ubergangsfunktion §:

q|6(q,a) | 5(q,b) q|6(g,a) | 6(q,b)
0] 1 0 i1 4
1| 3 5 5/ 6 0
2| 2 2 6| 6 2
3] 6 4

Konstruieren Sie einen zu A dquivalenten DFA mit einer fiir L(A) minimalen Anzahl von
Zustanden.

Losungsvorschlag

Da wir vermuten, dass es keine vom Startzustand aus unerreichbaren Zustidnde gibt, be-
rechnen wir zunéchst den Quotientenautomaten in Schritten a) und b). Im Schritt c)
iiberzeugen wir uns abschliefend, dass alle Zustédnde erreichbar sind. Dieses Vorgehen ist
gerechtfertigt durch VA 1.

a) Wir wenden den O(n*)-Algorithmus aus der Vorlesung an zur Berechnung der dqui-
valenten Zustandspaare (Relation =4 tiber @) wie folgt.

Wir markieren nun in einem ersten Schritt alle Paare von Zusténden, bei denen
einer ein Endzustand und der andere kein Endzustand ist. Nach Definition sind
diese Paare sicher nicht in der Relation =4). Es geniigt, die Paare unterhalb der
Diangonalen zu nehmen, d. h. (z,y) mit y < z.

o 1 2 3 4 5 6

O TR WD~ O
|
|
|
|

Xo Xo Xp Xp Xo Xo —

Nun werden Zustandspaare (p, q), solange das moglich ist, markiert, falls (6(p, z), d(g, x))
mit gewisser Eingabe x bereits markiert ist. Die Reihenfolge ist zwar beliebig, aber
wir versuchen, die Reihenfolge giinstig zu wéahlen im Hinblick auf den Arbeitsauf-
wand.

1. Markierung von (3,0), (3,1), (3,2), (4,3), (5,0), (5,1), (5,2), (5,4) wegen:
{3,0} & {6,1}, {3,1} > {6,3}, {3,2} % {6,2},
[4,3} % {1,6},
{5,0} = {6,1}, {51} % {6,3}, {5,2} = {6,2}, {54} % {6,1}.
2. Markierung von (1,0),(2,1), (4,1) wegen:
(1,0} % {1,3}, {2,1} > {5,2}, {4,1} % {3,1}.
3. Markierung von (2,0), (4, 2) wegen:



2,005 {21}, {42} % (1,2}
Es verbleiben die Paare (4,0) und (5,3), die sich nur in unmarkierte Paare trans-
formieren lassen. (4,0) und (5, 3) sind also in der Relation =4. Ergebnis:

o 1 2 3 4 5 6

X1 X1 X7 = X1 - -
Xo Xo Xo Xg Xg Xo —

DU W RO
X
o
X
i
X
i
|
|
|
|

b) ,Kollabierung® des Automaten durch Identifizierung dquivalenter Zusténde (Klas-
senbildung).

Al

) Erreichbare Zusténde.

Offensichtlich sind alle Zustande erreichbar. Es miissen also keine Zustande zwecks
Minimierung entfernt werden.

Tutoraufgabe 2

1. Sei 3 = {a,b}. Zeigen Sie, dass im untenstehenden DFA g3 #); ¢4 und g3 = go
gelten:

l
a,bb 0 b@

2. Sei L = L(a*b*). Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aquivalenzbeziehungen:

aa =g, €, ab =1 aa, aba =1, abba , aba = €.

3. Sei nun ¥, = {ay,...,a,} und
L,={weX |Vaek, #,(w)=1}.

Zeigen Sie, dass jeder DFA, der L, akzeptiert, mindestens 2" + 1 Zusténde haben
muss. Betrachten Sie dazu die Aquivalenzklassen von =, .



Losungsvorschlag

1. 0(gs,a) = g3 ¢ F, aber 0(qs,a) = g5 € F. Damit ist die Definition von Aquivalenz
nicht erfiillt.

2. aa =y, €
aow € L <= aaw € a*b* <= aaw = T1To...TpY1Ys2...Y, Mit r; = a,
y; = bfir gewisse m >2undn >0 <<= w=2324...TuY1Y2...Y, Wit z; = a,
y; = b fiir gewisse m > 2undn >0 <= weca'd® <<= wel <+
ew € L.

ab #, aa:
Fiir w = a gilt abw = aba ¢ L und aaw = aaa € L.

aba =}, abba:
Fir alle w gilt abaw ¢ L und abbaw ¢ L.

aba #j €
Fiir w = € gilt abaw = aba ¢ L und ew =€ € L.

3. Betrachte Aquivalenzklassen von =y, . Fiir jede Teilmenge A C ¥ sei wy ein belie-
biges Wort, welches jedes Zeichen aus A genau einmal enthélt.

Fiir beliebige A, A’ C ¥ mit A # A’ und, 0.B.d.A., mit einem z € A’z ¢ A gilt nun
einerseits waws\a € Ly, aber andererseits w4 ws\ 4 ¢ L,. Damit ist wa Zp, war.
Wir erhalten also fiir jede der 2" Teilmengen von 3 eine Aquivalenzklasse in =, . Ei-
ne weitere Aquivalenzklasse hat den Reprisentanten aa (a € ¥), welches zu keinem
der wy dquivalent ist.

Da die Aquivalenzklassen die Zustinde des kanonischen Minimalautomaten sind,
ergibt sich daraus die untere Schranke 2™ 4 1 fiir die Anzahl der Zusténde.

Tutoraufgabe 3

Skizzieren Sie ein Entscheidungsverfahren, welches fiir einen gegebenen DFA
M = (Q,%,6,q, F) feststellt, ob |L(M)| < 100.

Loésungsvorschlag

Wir entfernen zunéchst alle nicht erreichbaren Zusténde, sowie alle Zustdnde, von denen
kein Endzustand mehr erreichbar ist. Diese Transformationen éndert die akzeptierte Spra-
che nicht, allerdings ist der resultierende Automat ein NFA, den wir mit N bezeichnen.
Nun testen wir, ob N einen Zyklus hat. Falls dass der Fall ist, so wissen wir, dass L(NN)
unendlich ist und insbesondere |L(M)| = |L(N)| > 100.

Hat N keine Zyklen, so kann er keine Worter akzeptieren, die ldnger sind als der langste
Pfad durch den Automaten. Insbesondere miissen die Worter kiirzer sein als |Q)].

Wir konnen also einfach naiv alle Worter bis Lange |@Q)| aufzdhlen und jeweils testen, ob
der Automat sie akzeptiert. So erhalten wir die gesamte Sprache L(M) und priifen zuletzt,
ob sie mindestens 100 Worter enthélt.
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