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Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

Fiir Zwecke dieser Aufgabe nennen wir einen deterministischen Kellerautomaten K =
(Q,%,A,0,q0, Zo, F), dessen Ubergangsfunktion ¢ so beschaffen ist, dass der Kellerinhalt
nie verdndert wird, einen e-DFA. Sei L(K) die Sprache, die von einem e-DFA K mit
Endzustédnden akzeptiert wird.

Geben Sie ein direktes (nicht iiber e-NFA) Verfahren an, das zu einem beliebigen e-DFA K
einen deterministischen endlichen Automaten A definiert, der die Sprache L(K) erkennt!

Losungsvorschlag

Da der Keller bei Berechnungen nie verdndert wird, besteht der Kellerinhalt stets genau
aus dem Zeichen Z,. Entsprechend kénnen die iiberfliilssigen Argumente aus der Funktio-
nalitéit der Ubergangsfunktion § entfernt und so der Funktionalitéit der Ubergangsfunktion
bei endlichen Automaten angepasst werden. Wenn wir auch die iiberfliissigen Symbole ent-
fernen, dann kénnen wir zu K eindeutig einen Automaten K, = (Q, %, d., qo, F') definieren
fiir alle a € X U {€} und ¢,p € Q mit

dc(q,a) =p, falls d(q,a,Z) = {(p, Z0)}

Wiirde K, keine e-Ubergéinge enthalten, dann wire K, bereits im Wesentlichen ein deter-
ministischer endlicher Automat, der L(K') erkennt.

Falls K. ausgehend von einem Zustand ¢ ein Eingabezeichen a € Y verarbeitet, dann
geschieht dies, indem er eine, moglicherweise leere, Folge €™ liest, dabei eine Folge von
Zustédnden durchlauft, und schliellich in einem Zustand ankommt, indem die Eingabe
von a definiert ist. AnschlieBend wird a gelesen und in einen Zustand p iibergegangen.
Entsprechend definieren wir eine Ubergangsfunktion ¢ wie folgt. Es sei a € ¥ und n die
kleinste Zahl aus Ny, so dass 5e(q, €"a) definiert ist, dann definieren wir

A~

8 (q,a) = d.(q,€"a) .

Wir erinnern hier an die Bemerkung in Blatt 5, Tutoraufgabe 1 zu den e-Folgen und
Ausdriicken, wenn € als Buchstabe behandelt wird. ¢’ ist eine partiell definierte Funktion.
Das Einlesen geschieht mit ¢’ vollstandig und e-frei. Damit kénnen wir bereits den ge-
suchten Automaten wie folgt ansetzen.

A/ = (Qa Za 6/aq(/]7F/)7

wobei eventuell g = €"py fiir geeignetes n gesetzt wird. Wir miissen nun die Menge F’
der Endzusténde bestimmen.



Dazu miissen wir beriicksichtigen, dass der Kellerautomat, nachdem er ein Zeichen gelesen
hat, mit e-Ubergéngen zu einem Endzustand laufen und akzeptieren kann. Dies bedeutet,
dass dann der Zustand p, der bei Einlesen eines Zeichens angenommen wird, ebenfalls ein
akzeptierender Zustand ist, sozusagen modulo nachfolgende €. Deshalb definieren wir

F'={peQ|peFVv(@EneN)(pe") e Fl.

Schliefflich totalisieren wir noch die partiell definierte Funktion ¢’ und erhalten als Er-
weiterung die Funktion 0", indem wir fiir Argumentpaare, fiir die ¢’ nicht definiert ist,
als Wert einen neuen Zustand fy festsetzen mit Q' = Q U {fo}. Wir fassen das Ergebnis
zusammen:

A = (Q/7 E7 5//7 Q(,)a F/) *

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Wir bezeichnen die Anzahl der Vorkommen eines Buchstaben z in einem Wort w mit |w/,.
Sei ¥ = {a,b} und

L=A{we X |w=uav,u,v € X% |u|, = |v|p} .
1. Geben Sie eine Grammatik G = (V, %, P,.S) an mit Lg = L.

2. Leiten Sie nach Satz der Vorlesung systematisch einen zu G dquivalenten Kellerau-
tomaten K her.

Losungsvorschlag

1. Seien V ={S, X,Y, A, Ay, B, By} und P gegeben durch

XSY | ByAA,y,
BoA,
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Dann gilt Lg = L.
2. Wir konstruieren K = (@, 3, T, g, S,9,0) mit L (K) = L nach Satz 3.56 der Vor-

lesung. K wird als nichtdeterministischer Kellerautomat mit nur einem Zustand g
konstruiert.

Seien @ = {q} und " = V. Alle Produktionen von G haben bereits die in Satz 3.56
verlangte Form C' — ¢D; ... Dy mit ¢ € XU{e} und D; € V, wobei k = 0 zugelassen
ist und dann fiir terminale bzw. e-Produktionen steht.

Die Ubergangsfunktion ¢ wird fiir alle ¢ € X U {¢} und D € V definiert durch

d(qo, ¢, D) :={(qo,7) | (D — ¢v) € P}.



Wir listen die einzelnen Uberginge wie folgt auf.

6(qo, €,5) 2 (q0, XSY), 0(qo,€,S) >(qo, BoAAo)
(g0, €, X) 2(q0, BoA), (g0 €,Y) 2 (qo, BA)
6(go, a; Ao) 3 (qo, Ao) , d(qo, €, Ao) > (qo; €) ,
6(qo, b, Bo) > (qo, Bo) 6(qo, €, Bo) > (qo, €)
d(qo,a, A) 3 (qo,€), d(qo, b, B) 3 (qo,€) -

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

1. Geben Sie eine deterministische Turingmaschine A an, die fiir ein Eingabewort
we{0,1}1 eine Berechnung durchfiihrt, so dass am Ende der Berechnung das Wort

wwfw? auf dem Band steht und der Kopf im Endzustand auf dem Anfang von

wwfw? steht. Kommentieren Sie Thre Lésung durch eine informelle Beschreibung

Ihrer Losungsidee.

2. Geben Sie eine Turingmaschine B an, die die Sprache L = {ww®w?|w € {0,1}*}
akzeptiert. Kommentieren Sie Ihre Losung durch eine informelle Beschreibung Threr
Losungsidee.

Loésungsvorschlag

1. Lésungsidee: Wir realisieren 3 Phasen der Berechnung. Die ersten beiden Phasen
bestehen darin, dass w in umgekehrter Reihenfolge jeweils an das rechte Ende des
Bandinhalts kopiert wird. Dies geschieht durch je einen Aufruf einer Turingmaschine
T. In der dritten und letzten Phase werden sdmtliche Hilfszeichen in Zeichen des
Alphabets ¥ zuriickverwandelt. Dies geschieht durch Aufruf einer Turingmaschine
S. Die Maschine A realisiert die Kontrollstruktur der Aufrufe.

Insgesamt realisieren wir die Moglichkeit, alle Eingabezeichen aus a € ¥ als a, und a
zu markieren und fassen diese markierten Zeichen in den Bandalphabeten I', und I'
zusammen. Auerdem benétigen wir noch 3 Hilfszeichen {1, 2, 3} zur Kennzeichnung
der Aufrufphasen am (linken) Anfang des Eingabewortes w.

Sei nun A = (CA),Z,F,(S, q,0,{qr}) mit @ = {q,q1,---,¢s} U Qr U Qs und
I'={0}UTl', UT, wobei wir to,t; € Qr und sg, sy € Qg fiir die entsprechenden
Start und Endzustinde annehmen.

§ besteht aus den Ubergangsfunktionen 67 und dg der Maschinen T" und S, sowie
der folgenden Kontrollstruktur von A. Alle nicht definierten Ubergénge kénnen mit
einem Fangzustand ¢, abgefangen werden. Wir lassen § aber als partiell definiert
Zu.



Ubergang Bereich Kommentar

6(qo, ) — (qo, 2z, L) x€XU r Phaseniiberpriifung
d(qo,3) — (o, 1, R) 1. Aufruf Maschine T
5(qo, 1) — (t0,2, R) 2. Aufruf Maschine T’
3(qo,2) — (50,3, R) 2. Aufruf Maschine S
5(q0,3) — (q7,0,R) Ende.

é(tp,x) — (qo,z,N) xze€X Néchste Phase.
i(sp,x) = (qo,z,N) xze€X Néchste Phase.

Beim Aufruf der Maschine T" steht ein Wort wwv, mit dem Eingabewort w und einem
als Ausgabe markierten Wort v, € I'} auf dem Band. Der Kopf der Maschine steht
auf dem ersten Buchstaben von w.

Die Maschine T erzeugt nun wv,w? und endet mit Kopf wieder auf dem Anfang
von w. Dabei ist wf gleich dem markierten Wort w.

Im Kopiervorgang wird ein gelesenes Zeichen a in den Zustand ¢ durch t* € Qr fiir
alle a € X kodiert.

Ubergang Bereich Kommentar

é(to,a) — (tp,a,R) a€X zum rechten Ende der Eingabe.
d(to,v) — (tl, v L) vel,u{d} nach links zum Eingabeende
d(ty,a) — (t*a,R) a€X a lesen und speichern

it v) — (t*0,R) wveXUT, zum rechten Wortende

o(t*,0) — (tg, ao, L)y a€eX ap neben Wortende schreiben
I(ta,v) — (ta,v,L) wveXUL, nach links bis a laufen

d(ta,a) — (ts,a, L) a€c€d Markierung entfernen

d(ts3,a) — (tl,a N) a€eX Riicksprung

o(ts,z) — (ty,z,R) €{1,2,3} Ende.

Es folgt die Maschine S, die alle o-Markierungen entfernt.

Ubergang Bereich Kommentar

d(s0,) — (sg,z,R) z€X Eingabe nach rechts iiberfahren
d(s0, o) — (80,20, R) z €T, Markierung loschen

d(s9,0) — (s1,0,L) Beginn Riicklauf

i(s1,2) — (s1,z,L) x€X Eingabe nach links {iberfahren
d(s1,2) — (sf,2,L) =ze{1,2,3} Ende.

2. Sei ¥ = {0,1}. Wir konstruieren eine nichtdeterministische Turingmaschine B =
(Q,%,1,9,q,0,{qr}), die L akzeptiert, d.h. L(B) = L.

Lésungsidee: Wir beobachten, dass in v = ww?w? das erste w? quasi die Mitte

zwischen einem w und dem zweiten w” darstellt. Diese Mitte markieren wir in der
Eingabe in nichtdeterministischer Weise als w® und koénnen u = wwfw? erhalten,
wenn die Eingabe aus L ist. Nun transformieren wir u wiederholt fiir einen Buch-

staben x € X, falls v mit x beginnt, mit x endet und w® ebenfalls mit x endet.
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Die Transformation 16scht dann das x am Ende und das = am Anfang von u, und
markiert das x am Ende von w® als Z. Wenn es gelingt, das v in W = 77 %3 ... T,, zu
transformieren, dann wird die Eingabe akzeptiert.

Ubergang Bereich Kommentar

d(qo, 0) (¢r,0,R) Das leere Wort wird akzeptiert.
(90,%) — (qo,z,R) z€X Nichtdeterministischer Lauf zu .
(g0, ) — (¢, z,N) TEX Ubergang in Markierungsphase.
(¢, z) — (¢,2,R) x €N Markierung.
(¢,z) — (qr,z,R) z€X Ende Markierung, Lauf nach rechts.
(qr,y) — (qr,y,R) yeXU SUlS Lauf an das Ende, rechts.
(¢r,0)— (¢:,0,L) Zur Verarbeitung néchstes Zeichen.
(g1,2) — (¢*,0,L) z€X x merken und léschen.
(¢",u) — (¢*,u,L) x€¥,u€XUY Laufzu Endezeichen von .
(¢",2) — (¢*,z,L) z€X Endezeichen & von w markieren.
(G°,2) — (¢*,2,L) ze€X ze€ SUY Lauf an linken Anfang
(¢*,0)— (¢}, 0,R) ze€X Auf erstes Zeichen setzen.
(¢7,z) — (¢qr,O,R) z€X Erstes Zeichen x 16schen.
(q1,v) — (qg2,v,L) wvEX Lauf nach links iiber .
(q2,v) — (q2,v,L) wvED Lauf nach links iiber .
(2,0) — (qy,0,N) Ende, falls alle Zeichen aus X.

Falls B wegen Undefiniertheit von ¢ hélt, dann wird die Eingabe nicht akzeptiert.



Vorbereitung 1

Die Auswertung von Polynomen p(z) = >°"  ja;z" vom Grad n > 0 fiir bestimmte
nach dem Horner-Algorithmus p; := p;_12 + a,_; fiir i = 0,...,n mit p_; = 0 liefert
p(z) = p,. Wir wollen den Horner-Algorithmus dazu benutzen, eine in Binérdarstellung
ohne fiihrende Nullen gegebene natiirliche Zahl y = Y7 5,2 mit b; € {0,1} in eine
gleichwertige unére Strichdarstellung u(y) € {|}* zu transformieren.

Sei B = bp_1bg_o...bg. Die Berechnung nach Horner protokollieren wir als Folge von
,Konfigurationen“, d. h. Tripeln (u(p;), q, B,—;) mit

uw(pi) = u(2pi—1 +by—i) = u(pi—1)u(pi—1)u(bn—s),

wobei wir ¢ = ¢y = 0 setzen wollen.
Bestimmen Sie u(10), indem Sie die Folge der genannten Konfigurationen fiir y = 10
berechnen.

Loésungsvorschlag

Die Zahl 10 (i.W. ,zehn“) hat die Bindrdarstellung b3bsb1by = 1010, fiir die dann gilt
y = Yy b2 = 23+ 2" = 10. Um nach Horner u(10) zu berechnen, miissen wir p;
fiir alle ¢ € {0, 1,2,3} berechnen. Wir erhalten die Folge von Konfigurationen (ohne die
Komponente ¢ wiederholt niederzuschreiben)

u(po) = u(p-1)ulp-1)u(bs) =1, B3 = babiby =010,
u(pr) = u(po)u(po)u(bz) =1|, By = biby =10,
u(pa) = u(p)u(p)u(br) =, i = by=0,

u(ps) = u(pa)u(pa)uldo) = [l Gy = €.

Vorbereitung 2

Beweisen oder widerlegen Sie:
Fiir jede Turingmaschine 7' gibt es eine Turingmaschine 7" mit nur einem Zustand, die
die Sprache von T' akzeptiert.

Loésungsvorschlag
Die Aussage ist falsch. Die Sprache, die eine TM akzeptiert, ist {iber Endzusténde definiert.
Sei also T" eine TM mit nur einem Zustand g. Dann gibt es zwei Félle:
q¢ F.  Dannist L(T) = 0, da nie ein Endzustand erreicht werden kann.
g€ F. Dannist L(T) = ¥*, da die TM gleich zu Beginn in einem Endzu-
stand ist und es damit eine akzeptierende Konfigurationsfolge gibt.

Also braucht man fiir jede nicht-triviale Sprache mehrere Zusténde.

Bemerkung: Auf dhnliche Weise (aber nicht genauso) kann man zeigen, dass die entspre-
chende Aussage fiir Kellerautomaten auch falsch ist, wenn man Akzeptieren mit Endzu-
stdnden betrachtet.

Tutoraufgabe 1

Sei L die zu dem reguldren Ausdruck 0[(1(0/1)*) gehorige Sprache. Fiir eine Zahl n € N
bezeichne b(n) € L bzw. u(n) € {|}* deren binére bzw. unéire Darstellung.

Es ist eine (deterministische) Ein-Band-Turing-Maschine zu konstruieren, die fiir n # 0
die Eingabe b(n) in u(n) umwandelt. Die Eingabe und die Ausgabe sollen sich auf dem
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sonst leeren Band befinden, und der Lese-/Schreibkopf der Maschine bei Start und Ende
der Berechnung soll links auf dem ersten beschriebenen Feld des Bandes stehen.

1. Entwerfen Sie eine Programmstruktur fiir die zu konstruierende Turingmaschine,
indem Sie versuchen, die Gesamtlosung auf Teilprobleme zuriickzufiihren, fiir deren
Losung dann in der nachfolgenden Teilaufgabe jeweils spezielle Turingmaschinen
implementiert werden koénnen.

2. Implementieren Sie Thre spezifizierten Turingmaschinen und fiigen Sie die Program-
me zu einem Gesamtprogramm zusammen zur Umwandlung einer binéren in eine
unére Darstellung einer natiirlichen Zahl.

Losungsvorschlag

1. L ist die Sprache der Bindrdarstellungen von natiirlichen Zahlen (einschliellich 0)
ohne fithrende Nullen. Man kénnte die gesuchte Losung auf die Uberlegung griin-
den, die Zahl n jeweils um 1 zu dekrementieren und gleichzeitig eine entsprechende
Strichzahl links vor dem Bindrwort fiir n additiv zu erzeugen.

Wir gehen einen Weg fiir den Aufbau der Strichzahl, der einer Auswertung einer
Binédrzahl nach dem Hornerschema entspricht wie in der Vorbereitungsaufgabe dar-
gestellt.

Fiirn # 0scil = [logy(n)|, 8= biby_1 ... bomit b; € {0,1} und n = n(B) = S°'_, b;2".
Die Strichzahldarstellung einer Zahl n sei u(n) = upt,_1 ...u; mit u; € {|}. Nach
dem Hornerschema gilt p; = n, falls p; = p;_1-2+b,; firt =0,..., I mit p_;1 =0
gilt.

Wir konstruieren eine Turingmaschine 7" = (@, 3, T, 6, g0, O, {qr}), die sukzessive
die p; als Strichzahlen u(p;) erzeugt, wobei zur Berechnung von u(p;) eine Turing-
maschine Ty aufgerufen wird, die die Binérziffer b,_; und die Strichzahl wu(p; 1)
verarbeitet.

(a) T findet im Zustand ¢y die Turing-Konfiguration (u(p), g0, b'5") mit &' € {0,1,0}
und 3" € {0,1}* vor.

(b) Falls ¥ = O, dann geht 7" in den Endzustand g;.

(¢) Andernfalls wird Ty aufgerufen mit Anfangszustand gp . Die Berechnung von
Ty endet mit der Konfiguration (u(p -2 +b'), qu.f, /') im Endzustand g ;.

(d) Falls der Endzustand ¢ von T vorliegt, dann geht 7" in den Anfangszustand
¢o und fahrt mit Schritt (a) fort.

Ty fithrt einen Hornerschritt aus und berechnet dabei aus der Konfiguration (u(p),
quo,b' (') die Konfiguration (u(p-2+0),qu, ¢, [") mit ¥ € {0,1}. Die Verdopplung
der Strichzahl wird nach links iiber den linken Anfang von wu(p) hinaus notiert.
Dies konnte durch eine Turingmaschine Ty, erledigt werden. Anschliefend wird im
Fall ¥ = 0 ein Shift von u(p) nach rechts gemacht und im Fall & = 1 einfach die
Ziffer o/ in einen Strich | umgewandelt. Diese beiden Berechnungen kénnen weitere
Turingmaschinen 7°,, T} erledigen.



2. Zur Verdopplung der Strichzahlen bauen wir die Maschine Ty der Vorbereitungs-
aufgabe ein, d. h. wir betrachten die folgende Tabelle als Erweiterung der Tabelle

fiir Tv.
Ubergang Kommentar
9(90,0) — (qf,0,N)  das leere Eingabewort wird akzeptiert bzw. ,,Stopp!
3(q0,0)  — (qmo,b, N) b ist eine Ziffer 0 oder 1, Aufruf der Hornermaschine
0(qm0,b) — (qvo,b,L) b ist eine Ziffer, Beginn der Verdopplung
dqv.f,1) — (qmy,|,R) Horner ist fertig
d(qv,r,0) — (g5, |, L) Beginn Rechtsshift der Strichzahl
dgs,|)  — (g5, ], L) nach links an den Anfang
5(¢5,0) — (g6, 0,R) Kopf auf ersten Strich setzen
d(gs,|) — (g7,0,R)  ersten Strich loschen
agr, ) — (¢7,], R) nach rechts zur Mitte laufen
d(¢7,b)  — (qmys,b,N) Kopf auf nichster Ziffer und Ende von Horner
3(qm.r,*) — (qo,*,N) Riickkehr aus Horner auf nachstem Feld
d(g7,0) — (qf,D,N) Ende

Tutoraufgabe 2

Ein Queue-Automat funktioniert dhnlich wie ein Kellerautomat, nur dass der Keller durch
eine Queue (,Warteschlange®) ersetzt ist.

Formal ist ein Queue-Automat ein Tupel A = (Q, X, T, qo, Zo, 9). Dabei sind @, X, T" endli-
che Mengen, gy € Q, Zy € I', und die Ubergangsfunktion § hat den Typ & : @ x (ZU{e}) xT
— P(Q x I'*), wobei |0(q,b, Z)| < oo fiir alle g € Q,b € XU {e}, Z € T.

Eine Konfiguration eines Queue-Automaten ist ein Tripel (¢, w,vy) € Q x ¥* x I'*. Dabei
ist ¢ der aktuelle Zustand, w das noch zu lesende Wort und ~ der aktuelle Inhalt der
Queue. Daraus ergibt sich die Ubergangsrelation — 4 zwischen Konfigurationen:

(q,bw, Zvy) —a (¢, w,7Y),  wenn (¢',9") € 0(q,0,2) .

Beachten Sie, dass der einzige Unterschied zum Kellerautomaten in der Definition von
— 4 liegt. Hier wird 4/ hinter das « geschrieben und nicht davor.
Die (mit leerer Queue) akzeptierte Sprache eines Queue-Automaten ist

L(A)={we X" | 3¢ € Q. (q0,w, Zy) =% (¢, ¢,€)} .
Die graphische Darstellung von Queue-Automaten ist die gleiche wie bei Kellerautomaten.

1. Geben Sie einen Queue-Automaten A an mit L(A) = {a"b"a™ | n € N}.

2. Zeigen Sie, dass jede (deterministische) Turingmaschine durch einen Queue-Automaten
simuliert werden kann.



Losungsvorschlag

1. Der Queue-Automat A = ({qo,.-.,q},{a,b},{a,b,#}, qo, #,0) sei wie folgt gra-
phisch dargestellt.

a, #/a#t
b, #/b# €, #/¢€

%e #/#@a/a
Lafe

€,a/a

,afe
€,b/b
976 e €,b/b

€,ala

2. SeiM = (Q,%, T, q,0,0, F) die Turingmaschine, die wir durch einen Queue-Automat
A simulieren wollen. Wir nehmen an, dass Q N T" = ().

Die Konstruktionsidee ist nun, dass wir eine Konfiguration (v, ¢, w) der Turingma-
schine als Wort vqw# in der Queue ablegen. Der QA kann die Queue rotieren,
indem er ein Queue-Zeichen liest, und danach wieder ans Ende der Queue anhéngt.
So lasst sich die Queue flexibel manipulieren. Fiir jeden Schritt der Turingmaschine
muss allerdings die Queue einmal komplett durchlaufen werden.

Unser Queue-Automat A hat die Zustandsmenge
= {ff,start} U {find, | z €'} U {stepl | x € T',q € Q}

und die Uberginge

8 (start,e,x) — (find,,¢) Ve el Zum Kopf vorlaufen, dabei
8 (findy, e,y) — (findy,x) Ve,y el jeweils letztes Zeichen merken.
8 (findg,e,q) — (stepl,e) Veel,qgeQ Zustand auch merken.

(ff,zq'z) falls 6(¢,y) = (¢, 2, N)
8 (stepl,e,y) — < (ff,zzq) falls 6(q,y) = (¢, 2, R) Ve,y e I',q € Q Schritt.
(ff ,dxz) falls 6(q,y) = (¢, 2, L)

8 (ff,€,x) — (ff,x) Ve el Vorspulen bis zum #. ..
8(ff, e, #) —  (start,#) ...und von vorne.

d (start,e,q) — (step,e) Vg € Q Sonderfalle fiir Rand

O (stepl e, #) — (start,xq0#) Vzel,qe@Q

Nun gilt (hier ohne Beweis):

(start, e, vqu#) —% (start, e, v'dw'#) <= (v,q,w) =3, (V', ¢, w")
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Um dafiir zu sorgen dass auch wirklich L(A) = L(M), muss man den Queue-
Automaten noch so erweitern, dass er am Anfang das Eingabewort in die Queue
schreibt, und bei erreichen eines Endzustands der TM die Queue komplett entleert.
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