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Allgemeine Hinweise
e Bitte fiillen Sie obige Felder in Druckbuchstaben aus und unterschreiben Sie!
e Bitte schreiben Sie nicht mit Bleistift oder in roter/griiner Farbe!
e Die Arbeitszeit betrdagt 180 Minuten.

e Alle Antworten sind in die geheftete Angabe auf den jeweiligen Seiten (bzw. Riick-
seiten) der betreffenden Aufgaben einzutragen. Auf dem Schmierblattbogen kénnen
Sie Nebenrechnungen machen. Der Schmierblattbogen muss ebenfalls abgegeben
werden, wird aber in der Regel nicht bewertet.

e Es sind keine Hilfsmittel aufler einem handbeschriebenen DIN-A4-Blatt zugelassen.

Horsaal verlassen von ...... bis ...... / von ...... bis ......
Vorzeitig abgegeben um ...

Besondere Bemerkungen:

Al | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | A7 | ¥ | Korrektor

Erstkorrektur

Zweitkorrektur




Aufgabe 1 (6 Punkte)

Wahr oder falsch? Begriinden Sie im Folgenden Thre Antworten moglichst knapp!
Sei im folgenden X ein Alphabet, und a € X..

1. Die Menge aller p-rekursiven Funktionen ist abzahlbar.

2. Sei t(n) = a(n,n) mit der Ackermann-Funktion a.
Dann ist jede Sprache L € NTIM E(t(n)) entscheidbar.

3. Zu jedem e-NFA gibt es einen dquivalenten NFA mit der gleichen Anzahl von Zu-
stéanden.

4. Fiir eine regulire Sprache L ist in O(|w|?) Schritten entscheidbar, ob w € L liegt.
5. Jedes erzeugende Symbol in einer Grammatik ist niitzlich.

6. Wenn A <, Bund B <, A dann ist A = B.

Losungsvorschlag

1. (w) z.B. WHILE-Programme abzéhlen
2. (w) TM simulieren und nach t(n) Schritten abbrechen

3. (w) Die Konstruktion verindert die Zustandsmenge nicht, sondern fiigt lediglich
neue Ubergénge hinzu.

4. (w) sogar in Linearzeit: DFA simulieren
5. (f) Es kénnte z.B. nicht erreichbar sein.

6. (f) Wenn z.B. A, B € P, dann gilt immer A <, B und B <, A.

Richtige Antwort: 0,5 Punkte
Begriindung auch richtig/sinnvoll: 0,5 Punkte



Aufgabe 2 (8 Punkte)

Seien ¥ = {a,b,c} und A = ({1,2,3},%,0,1,{3}) ein nichtdeterministischer endlicher
Automat, der durch das folgende Ubergangsdiagramm definiert ist:

1. Geben Sie einen reguléren Ausdruck r4 an, der L(A) darstellt.

2. Berechnen Sie mithilfe der Potenzmengenkonstruktion einen deterministischen end-
lichen Automaten B mit L(B) = L(A).

3. Sei ¥¢ = XU{d}. Geben Sie einen endlichen Automaten C' an mit L(C') = X%\ L(A).

Loésungsvorschlag

1. ra=a"b"(c| ca*b™)*. (1P)

2. Berechnung d3:
dp(z,y)| a | b | c
1[[123] 0 | 0
123 ] 123 | 23 | 13
13]123] 0 |13
23 0 23|13
0l 0100

Es gilt B = ({1,13,23,123,0},%, 05,1, {13,23,123}}). (4 P)

3. C'=({1,13,23,123,0}, 3¢, d¢c, 1, {1,0}) und fiir alle ¢ € Q¢

dc(q, ) = { op(q,x) : x #d

@ : sonst

(3P.)



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei ¥ = {a,b,c}. Die Anzahl der Vorkommen eines Buchstaben x € ¥ in einem Wort
w € 3* bezeichnen wir mit #,(w). Wir betrachten die Sprache

L ={w e ¥ | #a(w) = #s(w) oder #,(w) = #c(w)}.
1. Zeigen Sie, dass L nicht regulér ist.

2. Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G an, die L erzeugt.

3. Zeigen Sie, dass das Wort (abcba)™ fiir alle n > 0 ableitbar ist.

Losungsvorschlag

1. Anwendung Pumping-Lemma:
Seien n eine PL-Zahl und z = a"b". Dann gilt z € L. (1P)
Seien z = vow mit |uv| < n, [v] >0 und Vi > 0 : wo'w € L. (1P)
Dann gilt uv € {a}* und v = a' mit [ > 0.
Es folgt un’w = a™~'b" € L
im Widerspruch zur Definition. (1P)
2. Sei G = (X,{S, L, R}, S, P) mit P wie folgt.

S—T|R
T —aTh|bTa|TT |c|e
R — bRc|cRb| RR | a|e.

(3 P)
T—*TTT —¢ aTbTT —¢ abTT —¢ abcT —¢ abcbTa —¢ abcba . (1P)



Aufgabe 4 (10 Punkte)
Sei > ein Alphabet.

1.

Zeigen Sie: Fiir beliebige reguldre Ausdriicke r, s tiber X gilt: L(r(sr)*) = L((rs)*r).

2. Sei v ein Wort in X*, welches wir das “verbotene Wort” nennen. Zur Vereinfachung

nehmen wir an, dass in v kein Buchstabe doppelt vorkommt.

Sei k € N. Beschreiben Sie, wie man DFAs konstruieren kann, die die Sprache

(a) Lo ={w € ¥* | w enthilt kein Vorkommen des Teilworts v} bzw.

(b) Ly ={w € ¥* | w enthdlt maximal k£ Vorkommen des Teilworts v}

akzeptieren.

Achtung: Sie sollen die Automaten nicht angeben, sondern lediglich prézise beschrei-
ben, wie sie gefunden werden kénnen. Bekannte Verfahren aus der Vorlesung kénnen
Sie dabei voraussetzen.

Loésungsvorschlag

1.

2.

Mit Induktion iiber n zeigen wir A(BA)" = (AB)"A fiir beliebige A, B C ¥*:
Induktionsanfang: A(BA)? = A = (AB)"A.

Induktionsschritt: A(BA)"*! = A(BA)"BA = (AB)"ABA = (AB)" "' A,

Daraus folgt A(BA)* = (AB)*A. Die Gleichung iiber die reguldren Ausdriicke ist
eine Instanz dieser Aussage:

L(r(sr)”) = L(r)(L(s)L(r))" = (L(r)L(s))"L(r) = L((rs)"r)
(4P.)

(a) Wir konstruieren den reguldren Ausdruck r = ¥*v¥*, wobei ¥ den Ausdruck
bezeichnet, in dem alle Zeichen aus ¥ mit | verkniipft sind. Gesucht ist ein
DFA, der das Komplement der Sprache akzeptiert. Hierzu konstruiert man
einen DFA mit den iiblichen Mitteln, und vertauscht am Ende Endzustidnde
und Nicht-Endzusténde. (3P.)

(b) Wir konstruieren reguldre Ausdriicke ry fir & € N. Dabei beschreibt 74, genau
die Worter mit mindestens k Vorkommen von v:

rg = X" Trnal = 25 0T,

Den DFA fiir die Sprache L, erhélt man nun indem man den Automaten fiir
rr+1 konstruiert und wie oben das Komplement bildet. (3P.)



Aufgabe 5 (9 Punkte)

1. Sei prodeven(n) das Produkt aller geraden Zahlen k mit 1 < k < n. Es gelte
prodeven(0) = prodeven(1l) = 1.

Zeigen Sie, dass prodeven primitiv rekursiv ist. Dabei darf die Funktion even mit
even(2k) = 1 und even(2k + 1) = 0 fiir k£ € N als primitiv rekursiv vorausgesetzt
werden.

2. Sei g : N — N primitiv rekursiv und f : N — N definiert durch die Startwerte
f(0) =1 und f(1) = 3 zusammen mit der Rekursion

f(n)=f(n—1)+g(n) -f(n—=2) furalle n e Nmitn>2.
Zeigen Sie mit Hilfe der Paarfunktion ¢ : N x N — N dass f primitiv rekursiv ist.

Hinwesis :

Sie diirfen zusétzlich zu den Basisfunktionen der primitiven Rekursion die folgenden Funk-
tionen als primitiv rekursiv annehmen: plus(m,n) (+), times(m,n) (-), dotminus(m,n)
(=), pred(n), c(m,n), pi(n), p2(n), ifthen(n,a,b) und c* (konstante k-stellige Funktion).
Sie diirfen die erweiterte Komposition und das erweiterte rekursive Definitionsschema
beniitzen. LOOP-Programme sind nicht erlaubt.

Loésungsvorschlag
1. prodeven(0) = 1,
prodeven(n+1) =
ifthen(n,ifthen( even(n),prodeven(n), (n+1)-prodeven(n)),1).
(4 P.)
2. Sei k(n) = c(f(n), f(n+1)). (1P)
Dann gilt
k(0) = «1,3),
k(n+1) = c(p2(k(n)), p2(k(n)) + g(n+2) - pi(k(n))).
Mithin ist k primitiv rekursiv. (3P)
Wegen f(n) = pi(k(n)) ist damit auch f primitiv rekursiv. (1P)



Aufgabe 6 (10 Punkte)

1. Sei ¥ = {0,1}. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Wenn L; und Lo rekursiv aufzdhlbar sind, dann ist auch L; \ Ly rekursiv
aufzihlbar.

(b) Die Menge A = {w € ¥* | Vv € ¥*. M,,(v) = vv} ist entscheidbar.
(c) Die Menge B = {w € ¥* | Vv € ¥*. M,,(v) = xpcp(v)} ist entscheidbar.
Dabei sei PC'P C ¥* die Menge der l6sbaren Instanzen des Postschen Korres-

pondenzproblems, codiert als Worter iiber .

2. Geben Sie eine Funktion f : ¥* — ¥* an, so dass f nicht berechenbar ist und fiir
die Yw. |f(w)| > |w]| gilt. Beweisen Sie diese Eigenschaften.

Losungsvorschlag

1. (a) Falsch. Gegenbeispiel: L; = {0,1}*, Ly = K. Dann wire ¥* \ K = K rekursiv
aufzéhlbar und damit wire K entscheidbar. Statt K kann man jede Menge
verwenden die rekursiv aufzidhlbar aber nicht entscheidbar ist. (2P.)

(b) Falsch. Wir verwenden den Satz von Rice. Wir verifizieren die Voraussetzungen:
Offensichtlich existiert eine TM, die stets ihre Eingabe verdoppelt. Ebenfalls
hat nicht jede TM dieses Verhalten. Damit hat B die Form B = {w | ¢, € F'}
mit F' = {f | Yu. f(v) = vv} und ist somit laut Satz von Rice unentscheidbar.
(3P.)

(c¢) Richtig. Das PCP ist bekanntermaflen unentscheidbar. Somit ist die charakte-
ristische Funktion ypcp nicht berechenbar und es existiert keine TM, die die
Forderung erfiillt. Damit ist B = () und somit trivialerweise entscheidbar.(2P.)

2. Wir betrachten die Funktion yg fiir das spezielle Halteproblem K. Um auch die
Léangenbedingung zu erfiillen definieren wir f mit f(w) = xx(w)w, hingen also die
Eingabe zusétzlich an die Ausgabe an. Es bleibt zu zeigen, dass f nicht berechenbar
ist. Wére dies der Fall, dann kénnte man aus dem Ergebnis von f nur das erste
Zeichen behalten und somit yx berechnen. Das ist aber ein Widerspruch.

Statt yx funktioniert hier auch eine beliebige andere nicht-berechenbare Funktion.
(3P.)



Aufgabe 7 (9 Punkte)
Eine Turingmaschine heifit N-frei, wenn §(q,z) € Q@ xI'x{L, R} fir alleq € Qund z € T

1. Zeigen Sie, dass es fiir jede Turingmaschine M eine N-freie Turingmaschine M’ gibt,
so dass fir alle ¢, ¢ € Q und «, o/, 3, 5" € I'* gilt:

(a7 Q7 ﬁ) —>}kw (O{I’ qu ﬁ/) ﬁ (a7 Q7 ﬁ) —>>]le (&/7 q’?ﬁ/) * <*>

Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(a) Beschreiben Sie informell ihre Konstruktionsidee.

(b) Geben Sie die Konstruktion von M’ formal an.

2. Gibt es analog auch stets eine L-freie Maschine, so dass (x) gilt? Begriindung!

Loésungsvorschlag

1. (a) Idee: Immer dann wenn die TM eigentlich stehenbleiben soll (N), geht sie statt-
dessen nach rechts und im néchsten Schritt sofort wieder nach links. Dafiir be-
notigt man fiir jeden Zustand ¢ einen zusétzlichen Zustand ¢, der besagt “gehe
einen Schritt nach links und dann nach ¢”. (4P.)

(b) Wir arbeiten syntaktisch mit nichtdeterministischen Turingmaschinen. Der Nicht-
determinismus wird aber nicht wirklich bené&tigt.

Sei M = (Q,%,T,0,q0,0, F). Wir definieren M’ = (Q', X, T', ¢, qo, O, F'). Dabei
st Q' = QU{d | g € Q) und

0'(q,z) = 0(q,2) N (Q x ' x {L, R})
U {(7,y, R) | (r,y,N) € d(q,2)},
0'(q,x) = {(q,z, L)} .
(4P.)
Alternative Konstruktion:
(a) Idee: Bei einem N-Schritt liegt der néchste Schritt bereits fest, da Zustand

und Bandzeichen unter dem Kopf schon bekannt sind. Man ersetzt also einen
N-Ubergang durch alle L- und R-Ubergénge, die als néchstes auftreten kénnen.

Neue Zustdnde miissen dann keine eingefiihrt werden.
(b) Wir definieren die Hiillenoperation Cl: @ x I' — P(Q x I') induktiv:
e (¢,z) € Cl(q,z).
e (¢,2') € Cl(qg,z) N (¢",2",N)€d(d,x) = (¢",2") € Cl(q, z).



Intuitiv gibt Cl(g, x) die Kombinationen aus Bandzeichen und Zustand an, die
ausschliellich durch N-Schritte entstehen kénnen. Diese Menge ist endlich.

Nun entfernen wir zunichst alle N-Uberginge aus ¢:
8 (q,z) =0(q,2) NQ x T x {L,R} .
Die Funktion §” ergibt sich nun als:
Mgr)=  |J )
(¢',2")€CN(g,x)
Man beachte die Ahnlichkeit zur e-Elimination bei NFAs.

Eine dritte Variante ist dhnlich wie die erste, nur das stattdessen der alte Zustand
auf dem Band gemerkt wird. Dann wird nur ein neuer Zustand benotigt, dafiir muss
aber das Bandalphabet erweitert werden.

. Eine TM, die nie nach links gehen konnte, hdatte nach einem Rechts-Schritt niemals
die Moglichkeit, ein geschriebenes Zeichen wieder zu lesen. (1P.)



