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Zusammenfassung
Dieser Text richtet sich an Leser ohne Vorkenntnisse in Katego-
rientheorie. Er vermittelt eine erste Vorstellung vom Inhalt der Kate-
gorientheorie und von ihrer Modellvielfalt. Zu diesem Zweck werden
zwei Grundbegriffe—,Kategorie*“ und ,,Funktor“—der Kategorienthe-

orie definiert sowie eine Reihe von Anwendungsbeispielen fiir diese
Begriffe behandelt.

0 Einleitung

Dieser Text ist keine Einfithrung in die Kategorientheorie. Dazu miifite er
die Lénge eines Buchs haben. Vielmehr wird mit diesem Text versucht, auf
wenigen Seiten einen ersten Eindruck von Kategorientheorie zu vermitteln.
Dem Leser ohne Vorkenntnisse in Kategorientheorie, fiir den dieser Text ge-
schrieben ist, soll zweierlei nahegebracht werden: Zum einen soll er eine er-
ste Vorstellung bekommen, mit welchen Begriffen sich die Kategorientheorie
beschiftigt. Dazu wihlen wir die Begriffe ,Kategorie“ (Abschnitt 1) und
,Funktor (Abschnitt 2). Zum anderen soll der Leser einen ersten Eindruck
von der Vielfalt der Modelle der Kategorientheorie erhalten. Dazu betrachten
wir eine Reihe von Anwendungsbeispielen zu den beiden Begriffen |, Katego-
rie“ und ,,Funktor®. Als Anwendungsbeispiele wahlen wir solche, die in der
Informatik eine wichtige Rolle spielen. Die Begriffe, die sich in der Katego-
rientheorie als am wertvollsten erwiesen haben, sowie grofiere Anwendungs-
beispiele aus der Informatik gehen weit iiber den Inhalt dieses Texts hinaus.

Im Rest von Abschnitt 0 legen wir einige Notationen fest. Der Punkt ...«
in Infixnotation steht fiir die Funktionsanwendung. , Funktion“ bedeutet in



diesem Text ,totale Funktion“. Fiir Mengen X und Y bezeichnet X — Y
die Menge aller Funktionen von X nach Y. Fiir die Funktionskomposition
verwenden wir das Symbol o. Fiir eine Menge X bezeichnet id. X die Iden-
titatsfunktion auf X. Mengenkomprehension schreiben wir wie folgt: Fiir eine
Variable v, ein Priadikat p und einen Ausdruck e bezeichnet

{v:ipwv:en}

die Menge aller Werte e.v, wobei v alle Werte durchlauft, fiir die p.v gilt. Ist
die Grundmenge X, aus der v stammt, nicht aus dem Zusammenhang klar,
schreiben wir hinter der 6ffnenden Klammer ,,v € X statt nur ,,v“. Anstelle
von v darf auch eine Liste von Variablen stehen. Ist p das Pradikat true, so
darf es in der Notation fiir die Mengenkomprehension weggelassen werden.

Nun legen wir fiir die Symbole Bindungsstéarken fest. Symbole derselben
Zeile haben die gleiche Bindungsstéirke; von Zeile zu Zeile nimmt die Bin-
dungsstéirke ab:
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Wir fithren noch einige Notationen in Zusammenhang mit Tripeln ein.
Die Funktion | (gesprochen , Anfang“) liefert die erste Komponente eines
Tripels, die Funktion T (gesprochen ,Ende*) die dritte Komponente: Fiir alle
Tripel (z,y, z) definieren wir

Wzy,2) =2 A 1(2,9,2) =2 . (0)
Wir sagen, dafl ein Tripel f mit einem Tripel g komponierbar ist, wenn das

Ende von f gleich dem Anfang von ¢ ist. Formal fithren wir fiir Komponier-
barkeit ein Priadikat K ein. Fiir alle Tripel f und g definieren wir

K.(f9) = 1f=1yg

Damit sind alle Notationen festgelegt, die wir in diesem Text brauchen.
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1 Kategorien

Als erstes definieren wir den Begriff ,,Graph“, den wir anschlieend zur De-
finition von ,, Kategorie* verwenden werden.

Definition Seien O, M und P Mengen mit P C O x M x O. Dann heif3t
(O, M, P) ein Graph.
O

Bemerkung  Unser Begriff ,,Graph“ stimmt iiberein mit dem iiblichen
Begriff ,,gerichteter, kantenmarkierter Graph®.
(I

Definition Sei (O, M, P) ein Graph. Seien ,, ; “ (gesprochen , komponiert*)
und ,,1“ Funktionen mit folgenden Funktionalitédten:

;€ {f,geP:K.(f,9):(f,9)} = P und
1 € O—-P

Das Tupel (O, M, P, ;,1) heifit eine Kategorie, wenn die folgenden vier Ge-
setze gelten.

L und T von Komponierten: Fiir alle f,g € P: K.(f, g) gilt
Wsg)=1f AN1(fig)=1g . (1)

Assoziativitdt von ,; “: Firalle f,g,h € P: K.(f,9) N K.(g,h) gilt
figih) = (Fs9)ih (2)
| und 7 von Identititen: Fiir alle a € O gilt

llla=a N Tl.a=a . (3)

Identitdt der Komposition: Fiir alle f € P gilt
LA f =5~ f5000) =71 - (4)



Ist (O, M, P, ;, 1) eine Kategorie, so nennen wir die Elemente von O Objekte,
die Elemente von M Marken, die Elemente von P Pfeile, die Funktion ,, ; ¢
,Komposition* und die Funktion ,, 1 , Identitat“. Wir iiberladen die Symbole
5 “und ,, 1 und schreiben sie fiir die Komposition bzw. Identitéit jeder Ka-
tegorie, die in diesem Text vorkommt.

Im Rest von Abschnitt 1 betrachten wir einige Beispiele fiir Kategorien.
Wir wihlen Strukturen, die in der Informatik eine wichtige Rolle spielen.

Beispiel Gegeben sei eine Menge O von Mengen. Wir definieren eine Ka-
tegorie, deren Objekte die Elemente aus O—also Mengen—sind. Sei M die
Menge aller Funktionen zwischen Mengen aus O. Als Pfeile wihlen wir diese
Funktionen zusammen mit ihren Definitions- und Wertemengen. Formal wird

die Menge P der Pfeile definiert durch
P={X,YeOaeM:aeX—-Y:(X,a,Y)}

Die Komposition ,, ; ¢ definieren wir wie folgt: Fiir alle Pfeile (X, «, Y) € P
und (Y, 3, Z) € P definieren wir

(X,Oé, Y);(Y,ﬁ,Z) = (X,ﬁoa,Z) )

wobei o fiir die Funktionskomposition steht. Das Gesetz (1) folgt sofort. Das
Gesetz (2) gilt, weil die Funktionskomposition o assoziativ ist. Die Identitét
1 definieren wir wie folgt: Fiir alle Objekte X € O definieren wir

LX = (X,id.X,X)

Das Gesetz (3) folgt sofort. Das Gesetz (4) gilt, weil die Identitdtsfunktion
Identitdt der Funktionskomposition ist. Es folgt, dafl (O, M, P, ;,1) eine
Kategorie ist. Wir bezeichnen sie mit Set.O.

(I

Beispiel Fiir eine Menge X und eine zweistellige Relation < auf X heifit
(X, <) eine Prdordnung, wenn < reflexiv und transitiv ist.

Gegeben sei in diesem Beispiel eine Praordnung (X, <). Wir definieren
eine Kategorie, deren Objekte die Elemente aus X sind. Sei * die einzige
Marke. Fiir alle a,b € X gebe es genau dann einen Pfeil (a,*,b), wenn
a < b gilt. Formal definieren wir die Menge P der Pfeile durch

P ={a,beX:a<b:(a,x*0)}
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Es gibt nur eine Moglichkeit, die Komposition ,, ; “ so zu definieren, daf§ das
Gesetz (1) gilt: Fiir alle Pfeile (a, *,b) € P und (b, *, ¢) € P definieren wir

(a,#,0);(b,*x,¢) = (a,*,c)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Pfeil, d.h. es gilt (a,*,¢) € P,
da < transitiv ist. Es gibt auch nur eine Moglichkeit, die Identitéit 1 so zu
definieren, dafl das Gesetz (3) gilt: Fiir alle ¢ € X definieren wir

l.a = (a,%,a)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Pfeil, d.h. es gilt (a,*,a) € P, da <
reflexiv ist. Die Gesetze (2) und (4) gelten, da es zu jedem Anfang und Ende
hochstens einen Pfeil gibt. Folglich ist (X, {*}, P, ;, 1) eine Kategorie. Wir
bezeichnen sie mit Pr.(X, <).

(I

Beispiel Sind X eine Menge, + eine assoziative Verkniipfung auf X und
0 eine Identitét von +, dann heifit (X, +,0) ein Monoid. Sind (X, +,0) und
(Y,4,0) Monoide, und ist ¢ eine Funktion aus X — Y, so daf fiir alle
v,w e X gilt

p.0=0
o.(v+w)=pv+pw |,

dann heifit ¢ ein Monoidhomomorphismus.

Gegeben sei eine Menge O von Monoiden. Wir iiberladen die Symbole +
und 0 und verwenden sie fiir alle Monoide aus O. Wir definieren ein Kate-
gorie, deren Objekte die Elemente aus O—also Monoide—sind. Sei M die
Menge aller Monoidhomomorphismen zwischen Monoiden aus O. Als Pfeile
wéahlen wir diese Monoidhomomorphismen zusammen mit den Monoiden, von
und nach denen sie abbilden. Formal wird die Menge P der Pfeile definiert
durch

P ={R,Sc0,peM:
(¢ ist ein Monoidhomomorphismus von R nach S) :

(R, ¢,5)}

Die Komposition ,, ; “ definieren wir wie folgt: Fiir alle Pfeile (R, p,S) € P
und (5,1, T) € P definieren wir

(R7¢75>;(Sa7vb? T) = (S7¢O<:07 T)
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Pfeil, d.h. (S, 0 ¢, T) € P gilt, da
die Funktionskomposition von Monoidhomomorphismen wieder ein Monoid-
homomorphismus ist. Das Gesetz (1) folgt sofort. Das Gesetz (2) gilt, weil
die Funktionskomposition o assoziativ ist. Die Identitédt 1 definieren wir wie
folgt: Fiir alle Objekte (X, +,0) € O definieren wir

1(X,4,0) = ((X,+,0),id.X, (X, +,0))

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Pfeil, d.h. in P enthalten, da die Iden-
titatsfunktion ein Monoidhomomorphismus ist. Das Gesetz (3) folgt sofort.
Das Gesetz (4) gilt, weil die Identitéatsfunktion Identitdt der Funktionskom-
position ist. Folglich ist (O, M, P, ;,1) eine Kategorie. Wir bezeichnen sie
mit Mon.O.

O

2 Funktoren

Nun definieren wir einen zweiten Begriff aus der Kategorientheorie: ,, Funk-
”
tor®.

Definition Seien C' und D Kategorien. Sei F' eine Funktion, welche die
Objekte von C' auf Objekte von D und die Pfeile von C' auf Pfeile von D
abbildet. Das Tripel (C, F', D) heifit ein Funktor, wenn die folgenden drei
Gesetze gelten.

Kommutativitit von ¥ mat | und T: Fiir alle Pfeile g der Kategorie C' gilt
F.(lg)=1F.g N F.(1g)=1F.g . ()

Kommutativitdt von F mit 1:  Fiir alle Objekte a der Kategorie C' gilt
F.(la)=1.(F.a) . (6)

@,

Distributivitit von F diber , ; Fiir alle Pfeile g, h der Kategorie C' mit

K.(g,h) gilt
F.g;h) = F.g;F.h . (7)

O



Nun betrachten wir einige Beispiele fiir Funktoren. Dabei greifen wir auf
die Kategorien aus Abschnitt 1 zuriick.

Beispiel Gegeben sei eine Menge O von Monoiden. Wir definieren eine
Menge N von Mengen durch

N = {(X,+,00€ 0= X}
Wir definieren einen Funktor
(Mon.O, F,Set.N) . (8)
Fiir alle Monoide (X, +,0) € O definieren wir
F(X,+0) = X
Fiir alle Pfeile ((X,+,0), ¢, (Y,4+,0)) von Mon.O definieren wir
F((X,+,0),0,(Y,+,0)) = (X,¢,Y)

Es bleibt zu zeigen, daf das Tripel (8) tatséchlich ein Funktor ist. Das Gesetz
(5) folgt sofort aus der Definition von F'. Das Gesetz (6) beweisen wir, indem
wir fiir beliebiges (X, +,0) € O rechnen

F.(1.(X,+,0))

= {Definition von 1 in Mon.O}
FL((X,+,0),id.X, (X, +,0))

=  {Definition von F'}
(X,id.X, X)

= {Definition von 1 in Set.N}
1.X

= {Definition von F'}
1.(F.(X,+,0))

SchlieBlich bleibt noch das Gesetz (7) zu beweisen. Dazu rechnen wir fiir be-
liebige Pfeile ((X,+,0), ¢, (Y,+,0)) und ((Y,+,0),%,(Z,+,0)) von Mon.O

FA(X,+,0),0, (Y, +,0)) 5 ((V,+,0),%,(Z,+,0)))
= {Definition von ,, ; “ in Mon.O}
FA(X,+,0),¢00,(Z,+,0))
= {Definition von F'}



(X,pop, Z)

=  {Definition von ,, ; “ in Set.N}
(X, 0, V)5 (Y, 9, Z)

= {Definition von F, zweimal}
F.A(X,4,0),¢,(Y,+,0)) 5 F.((Y,+,0),%,(Z,+,0))

Beispiel  Gegeben seien zwei Praordnungen (X, <) und (Y, <). Sei
(Pr.(X,<), F, Pr(Y,<))

ein Funktor. Wir beweisen, daf§ die Funktion F' auf X monoton ist, d.h., dal
fiir alle a, b € X gilt

a<b = F.a<F.b

Bezeichne PX die Menge der Pfeile von Pr.(X, <) und PY die Menge der
Pfeile von Pr.(Y, <). Fiir alle a,b € X gilt

a<b

=  {Definition von Pr.(X, <)}
(a,*,b) € PX

= {F bildet Pfeile auf Pfeile ab}
F.(a,xb) € PY

= {x ist die einzige Marke von Pr.(Y, <)}
(lF.(a,*,b),%,TF.(a,x,b)) € PY

= {F kommutiert mit | und T (5)}
(F.(L(a,,0)), % F.(1(a, %, 1)) € PY

=  {Definition von | und T (0)}
(F.a,%, F.b) € PY

=  {Definition von Pr.(Y, <)}
Fa<F.b

Umgekehrt kann man zeigen, dafl sich jede monotone Funktion o € X — Y

so auf Pfeile erweitern 1a8t, dal (Mon.O, a, Set.N) ein Funktor ist.
O

Beispiel Sei O eine Menge von Mengen. Wir definieren eine Menge N von
Monoiden durch

= {XeO:(X"" 9} ,



wobei X* die Menge der endlichen Sequenzen iiber X bezeichnet, ~ die Kon-
katenation und ¢ die leere Sequenz. Fiir z € X schreiben wir die einelementige
Sequenz, die nur aus x besteht, als <z>. Wir definieren einen Funktor

(Set.O, F, Mon.N) . 9)
Fiir alle X € O definieren wir

F.X = (X*,,¢)
Fiir alle Pfeile (X, «, Y) von Set.O definieren wir

F(X,0,Y) = (X", ",e),a", (Y, ,¢))

wobei a € X* — Y* folgende Funktion ist: Fiir alle z € X und fiir alle
s,t € X* definieren wir

a‘e = ¢
af.<r> = <a.x>
a*.(s"t) = a*.s"a’t

Aus dieser Definition folgt sofort, dafl a* ein Monoidhomomorphismus ist. Es
bleibt zu zeigen, daf das Tripel (9) tatséchlich ein Funktor ist. Das Gesetz (5)
folgt sofort aus der Definition von F'. Das Gesetz (6) gilt, weil fiir alle X € O
gilt: (id. X )* = id.(X*). Das Gesetz (7) gilt, weil fiir alle Pfeile (X, a, Y) und
(Y,3,7) von Set.O gilt: (Boa)* =" oa*.

O
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