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Pierre Simon Laplace (23.3.1749 — 5.3.1827)

Wissenschaftliche Arbeiten

e Astronomie (,Himmelsmechanik™)

e Wahrscheinlichkeitstheorie

e Differential- und Integralrechnung

e Physik (Warmetheorie, Elektrizitatslehre, . . )

Politische Aktivitaten

1799: Innenminister unter Napoleon

Mitglied des franzosischen Senats

1804: Ernennung zum Grafen durch Napoleon
1817: Ernennung zum Marquis durch Ludwig XVIII
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Definition (Laplace-Transformation):

Gegeben seien eine Funktion f : (0,00) — C U {oo} und eine komplexe Zahl s € C.

a) f heilt Laplace-transformierbar an der Stelle s, wenn gilt:
(1) Fir jedes T' > 0 ist f liber das Intervall (0,T) integrierbar,
(2) Der Grenzwert lim \ f(t)e™*dt existiert.

T— o0
(0,T)

b) Ist f Laplace-transformierbar an der Stelle s, so heilt

CIf1(s) = lim \ F(t)etdt

T— o0
(0,T)

die Laplace-Transformierte von f an der Stelle s.
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Satz (Konvergenz):

Gegeben sei eine Funktion f : (0,00) — CU {00}, die an einer Stelle sg € C Laplace-
transformierbar ist. Dann ist f auch Laplace-transformierbar an jeder Stelle s € C mit

R(s) > R(sg), d.h. es existiert

CIf1(s) = lim \ F(t)e~tdt

T— 00
(0,T)

firalle s € H:={s e C:%R(s) > R(so)}
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Beispiele:

(1) Heavisidesche Sprungfunktion

(0 furt<o
23|T firt >0

Firs € C\ {0} und T > 0 ist

1" 1

\ ft)e*tdt = e Stdt = |——e” = —(1—e%1).
s o S
(0,T) (0,T)

Der Grenzwert fiir T — oo existiert genau dann, wenn $(s) > 0 gilt. In diesem Fall
Ist

LIA)() =
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(2) Dampfung
ft)=e* acC.

Firse C\ {—a} und T > 0 ist

mIAml_'@vs T 1

_— — |AH_. —_ ®|Am+@vﬁ~4v.
s+a |, S+ a

(0,T) (0,T)

Der Grenzwert fiir T — oo existiert genau dann, wenn R(s) > —R(a) gilt. In

diesem Fall ist 1

T sta

Lf](s)
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(3) Sinusfunktion
f(t) =sin(at), a € C.

Firs € C\ {xia} und T > 0 ist

e~ *! (ssin(at) + a cos(at)) '

2 2
s+ a 0

\\Sm&iw = e *'sin(at)dt = |—

(0,17 (0,T)

a mlmﬂ

= Fra gy sin(l) +acosal).

Der Grenzwert fir T' — oo existiert genau dann, wenn R(s) > 0 gilt. In diesem Fall
ISt

LIf](s) = 5—

s2 + a2’
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Satz (einfache Eigenschaften):
(1) f,9:(0,00) = CU {0} Laplace-transformierbar fir s € H CC, a,b € C
= Llaf + bg|(s) = aL|f](s) +bL|g](s), s€ H
JAdditionssatz”

(2) f:(0,00) = CU {oo} Laplace-transformierbar fir s € H C C, a > 0,
g:(0,00) > CU {0}, t — f(at)

Ahnlichkeitssatz"
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(3) f:(0,00) = CU {oo} Laplace-transformierbar fir s € H CC, b > 0,
(0 L oy [FE=b) firt>b
9:(0,00) = 1o}, _Ivﬁo firt <b

= L[g)(s) = e *L[f](s), se€H
Verschiebungssatz”

(4)

f :(0,00) - CU {00} Laplace-transformierbar fir s € H C C, a € C mit
%?&VQ,Q”AouoovlvﬁcﬁooTTIvmli,\.,Qv

= Llgl(s) = L[f](s +a), scH

,Dampfungssatz"
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Beispiel:

[0 firt <0 (0 furt<o
\Qvlﬁmmlﬁ firt >0’ ,QQVIAH furt >0

= f(t) =2e""g(2)

2

= LIf](s) = 2£lgl(s + 1) = .
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Satz (Differentiationssatz):

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : (0,00) — C. Ist f’ an einer Stelle
xg > 0 Laplace-transformierbar, so ist auch f an dieser Stelle Laplace-transformierbar.

Ferner existiert dann :ww f(t), und es gilt
t

L[f'](s) = sLIf](s) — lim f(t)

£10

fir alle s € C mit s = zg oder R(s) > xo.
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Beispiel:

f(t) = cost

Mit g(t) = sint gilt f(t) = ¢'(¢), also

L[f](s) = sL]g](s) — 9(0)

Anwendung:

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koetfizienten.
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Beispiel:

Gesucht ist eine Funktion f : R — R, f € C?%(R), die das folgende Anfangswertproblem
|Ost:

')+ f@t) =€t f(0)=f'(0)=0

1
s+1

'O+ 1) =e" = LIfs)+LIf](s) =

L1f"(s) sLIf'l(s) — f'(0) = s (sL[f](s) — £(0)) — £(0) =
s?L[f](s) — sf(0) = f'(0) = s*L[f](s)

1 1
=1 b L6 = e

Amlﬁ + sint — cos &
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