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Kurzfassung

Auf der Basis von HOLC �Higher�Order Logic with Classes� wird die bekannte Logik LCF
�Scott� Logic of Computable Functions� durch konservative Theorieerweiterungen entwickelt�
Dadurch entsteht die LCF�Variante h�oherer Stufe HOLCF �Higher�Order Logic of Computa�
ble Functions��

Die als Basis benutzte Logik HOLC ist eine Version der klassischen Logik h�oherer Stufe HOL
�Church� Gordon�� die neben einem HindleyMilner Polymorphismus zus�atzlich das Konzept
von Typklassen �ahnlich dem der Programmiersprache Haskell zur Verf�ugung stellt� Typ�
klassen bieten im Gegensatz zum einfachen HindleyMilner Polymorphismus die M�oglichkeit�
den Grad der Polymorphie einer Funktion oder eines Typkonstruktors genauer zu dosieren�

F�ur diese Version von HOL lag bereits eine Instanz im generischen Theorembeweiser Isa�
belle vor �Paulson� Nipkow�� Um allerdings die Methode der konservativen Erweiterung von
HOL an die Variante HOLC anpassen zu k�onnen� wird in der vorliegenden Arbeit als erstes
eine Semantik f�ur HOLC entwickelt� die dann als Grundlage f�ur die De�nition konservati�
ver Erweiterungsmechanismen im Zusammenhang mit Typklassen dient� Eine Theorie Th�
wird hierbei als konservative Erweiterung der Theorie Th� bezeichnet� wenn jedes Modell der
Theorie Th� streng persistent zu einem Modell der Theorie Th� erweitert werden kann�

Anschlie�end wird die Logik HOLC durch konservative Theorieerweiterung schrittweise um
Begri�e f�ur Bereichstheorie erweitert� Das Endergebnis dieser Entwicklung ist HOLCF� eine
in HOLC formalisierte Theorie f�ur Bereiche� die die Logik LCF vollst�andig beinhaltet� In
HOLCF sind Begri�e wie ��Ketten� �kleinste� obere Schranken� Stetigkeit von Funktionen
oder zul�assige Pr�adikate explizit de�niert�

Die Erweiterung von HOLC um die Logik von LCF erfordert aber die saubere Trennung
zwischen Typen� die nur als Mengen ohne zus�atzliche Struktur interpretiert werden �Men�
gentypen� und Typen� die zum Beispiel als Mengen mit ��cpo Struktur interpretiert werden
�Bereichstypen�� Dieses technische Problem wird mit Hilfe der Typklassen gel�ost� Insbe�
sondere k�onnen mittels Typklassen der Typkonstruktor f�ur den vollen Funktionenraum �uber
Mengentypen und der Typkonstruktor f�ur den Raum der stetigen Funktionen �uber Bereichs�
typen syntaktisch unterschieden werden� F�ur beide Funktionstypen gibt es in HOLCF eine
separate ��Abstraktion und Applikation�

Die Erweiterung von HOLC um LCF in kleinen� konservativen Teilschritten war die technische
Herausforderung der Arbeit� Um nicht nur die theoretische Machbarkeit sondern auch die
praktische Durchf�uhrbarkeit und Benutzbarkeit der Erweiterung zu demonstrieren� wurde
diese mit dem generischen Theorembeweiser Isabelle durchgef�uhrt� Somit steht eine sehr
leistungsf�ahige Implementierung der Logik HOLCF zur Verf�ugung�
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Kapitel �

Einf�uhrung

��� Einleitung

Alle technischen Disziplinen� die in irgendeiner Weise in die industrielle Produktentwicklung
involviert sind� haben �uber kurz oder lang sowohl Formalismen zur Quanti�zierung von Qua�
lit�at als auch spezi�sche Formen der Kommunikation entwickelt� Ein exzellentes Beispiel
hierf�ur bietet der Maschinenbau mit seiner immensen Anzahl von Normen und seiner streng
reglementierten Form der Kommunikation� den Konstruktionszeichnungen�

Ein formaler Begri� von Qualit�at sowie eine technikspezi�sche Form der Kommunikation sind
die Grundvoraussetzungen f�ur die ingenieurhafte Anwendung einer technischen Disziplin� und
diese wiederum ist Voraussetzung f�ur eine erfolgreiche Anwendung in der industriellen Praxis�

Dar�uber hinaus ist es f�ur den Einsatz in der Praxis wichtig� da� der Beschreibungsrahmen�
die Kommunikationsform� m�oglichst stufenlos ineinander �ubergreifende Abstraktionsebenen
zul�a�t� die zudem noch nahtlos in die semiformale bzw� informelle Beschreibungsebene �uber�
gehen sollten� Das eben angef�uhrte Beispiel des Maschinenbaus zeigt� da� dies durchaus
m�oglich ist�

Die Herstellung von Software gleicht zu einem sehr gro�en Prozentsatz der Herstellung be�
liebiger anderer Produkte� und in der industriellen Praxis bew�ahrte Methoden der Produkt�
entwicklung und der Qualit�atssicherung �nden bis zu einem gewissen Grad ihre Anwendung�
Diese angepa�ten Methoden stellen den Hauptanteil dessen� was heute unter dem Schlagwort
Software�Engineering bekannt ist� Ein prominentes Beispiel hierf�ur ist die in Gro�britannien
entwickelte SSADM�Methode �DCC
��� die in der Industrie auch eingesetzt wird�

Der Nachteil der gerade erw�ahnten Methoden besteht darin� da� sie eben nur angepa�te
Methoden sind und der spezi�schen Problematik der Softwareentwicklung nur bis zu einem
gewissen Grad gerecht werden� Dies wird besonders deutlich� wenn man bedenkt� da� das
Endprodukt jeder Softwareentwicklung ein Programm ist� ein vollst�andig formales Objekt�
Die bekannten Software�Engineering�Methoden arbeiten jedoch bestenfalls mit semiformalen
Techniken�

Um aber die Qualit�at eines Softwareprodukts exakt quanti�zieren zu k�onnen� bedarf es eines
Formalismus� der in der Lage ist� die Anforderungen an das Produkt� den Entwicklungsproze�
und auch sein Endprodukt� das Programm� in einem einheitlichen Rahmen darzustellen�



� Einf�uhrung

Ein R�uckblick in die noch sehr kurze Geschichte der Informatik zeigt� da� ein Gro�teil der
wissenschaftlichen Bem�uhungen auf dem Gebiet der Entwicklung von Programmiersprachen�
Spezi�kationssprachen und Methoden der Programmentwicklung und Veri�kation darauf ge�
richtet war �und noch immer ist�� einen solchen Rahmen zu scha�en�

Ein Beispiel f�ur diese Art der Forschung ist das derzeit im Abschlu� be�ndliche BMFT�

Projekt KORSO� �HLR
�� BW
��� In diesem Verbundprojekt wurde versucht� bereits eta�
blierte Techniken der Softwarespezi�kation� der Softwareentwicklung und der Veri�kation von
Software in einen einheitlichen Methoden� und Technikrahmen zu integrieren� Als Teil dieses
Projekts wurde an der Technischen Universit�at M�unchen unter der Leitung von Manfred Broy
die Spezi�kationssprache Spectrum entwickelt� Eine Beschreibung der Sprache Spectrum
�ndet sich in �BFG�
�a� BFG�
�b�� Die technischen Hintergr�unde der Semantik und Logik�
f�ur die Radu Grosu und ich verantwortlich waren� sind in �GR
�� beschrieben�

Die hier vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Fundierung von Sprachen bzw� Logiken wie
etwa Spectrum� Auf der Basis von HOLC �Higher�Order Logic with Classes� wird die
bekannte Logik LCF �Scott� Logic of Computable Functions� �GMW�
� durch konservative
Theorieerweiterungen entwickelt�� Dadurch entsteht die LCF�Variante h�oherer Stufe HOLCF
�Higher�Order Logic of Computable Functions��

Die als Basis benutzte Logik HOLC ist eine Version der klassischen Logik h�oherer Stufe HOL
�And��� Gor��� GM
��� die neben einem HindleyMilner Polymorphismus �Mil��� DM���
zus�atzlich das Konzept von Typklassen �NP
�� �ahnlich dem der Programmiersprache Has�
kell �HJW
�� zur Verf�ugung stellt� Typklassen bieten im Gegensatz zum einfachen Hind�
leyMilner Polymorphismus die M�oglichkeit� den Grad der Polymorphie einer Funktion oder
eines Typkonstruktors genauer zu dosieren� F�ur diese Version von HOL lag bereits eine In�
stanz im generischen Theorembeweiser Isabelle �Pau
�� vor� um allerdings die Methode der
konservativen Erweiterung von HOL an die Variante HOLC anpassen zu k�onnen� mu�te in
der vorliegenden Arbeit erst noch eine Semantik f�ur HOLC entwickelt werden�

Die Motivation f�ur die Arbeit war der Umstand� da� in der Logik LCF viele der semantischen
Eigenschaften der Logik syntaktisch nicht ausgedr�uckt werden k�onnen bzw� die Handhabung
der Logik in einigen F�allen unbequem ist� Obwohl sie zentrale Begri�e der Semantik von
LCF sind� ist es in LCF zum Beispiel nicht m�oglich� explizit �uber ��Ketten� �kleinste� obere
Schranken� Stetigkeit von Funktionen oder zul�assige Pr�adikate zu reden� In HOLC dagegen
k�onnen diese semantischen Konzepte explizit gemacht werden� Durch konservative Theorie�
erweiterung wird die Logik HOLC schrittweise um Begri�e f�ur Bereichstheorie erweitert� Das
Endergebnis dieser Entwicklung ist HOLCF� eine in HOLC formalisierte Theorie f�ur Bereiche�
die die Logik LCF vollst�andig beinhaltet�

Die oben angesprochene Erweiterung von HOLC um die Logik von LCF erfordert aber die
saubere Trennung zwischen Typen� die nur als Mengen ohne zus�atzliche Struktur interpretiert
werden �Mengentypen� und Typen� die zum Beispiel als Mengen mit ��cpo Struktur inter�
pretiert werden �Bereichstypen�� Dieses technische Problem wird mit Hilfe der Typklassen
gel�ost� Insbesondere k�onnen mittels Typklassen der Typkonstruktor f�ur den vollen Funktio�
nenraum �uber Mengentypen und der Typkonstruktor f�ur den Raum der stetigen Funktionen

�Bundesministerium f�ur Forschung und Technik der Bundesrepublik Deutschland�
�Korrekte Software�
�eine Theorie Th� wird hierbei als konservative Erweiterung der Theorie Th� bezeichnet� wenn jedes Modell

der Theorie Th� streng persistent �EGL��� zu einem Modell der Theorie Th� erweitert werden kann�



��� Bemerkungen zur Spezi�kationssprache Spectrum �

�uber Bereichstypen syntaktisch unterschieden werden� F�ur beide Funktionstypen gibt es in
HOLCF eine separate ��Abstraktion und Applikation�

Die Erweiterung von HOLC um LCF in kleinen� konservativen Teilschritten war die technische
Herausforderung der Arbeit� Um nicht nur die theoretische Machbarkeit sondern auch die
praktische Durchf�uhrbarkeit und Benutzbarkeit der Erweiterung zu demonstrieren� wurde
diese mit dem generischen Theorembeweiser Isabelle durchgef�uhrt� Somit steht eine sehr
leistungsf�ahige Implementierung der Logik HOLCF zur Verf�ugung�

In den folgenden Abschnitten werde ich die Motivation und die Zielsetzung f�ur meine Ar�
beit genauer beschreiben� Ich m�ochte dabei historisch vorgehen und die Entwicklung der
Motivation und Zielsetzung aufzeigen� Zuerst werde ich in Abschnitt ��� einige Aspekte der
Spezi�kationssprache Spectrum behandeln� Damit lassen sich die urspr�unglichen Ziele f�ur
meine Arbeit erkl�aren� die in Abschnitt ��� dargelegt sind� Eine konsequente Weiterf�uhrung
der Gedankeng�ange f�uhrt dann zu einer Erweiterung der Zielsetzung� was in Abschnitt ���
dargestellt ist� Die letztendlichen Ziele und die Thesen der Arbeit sind dann in Abschnitt ���
pr�agnant zusammengefa�t� Auf verwandte Ans�atze gehe ich kurz in Abschnitt ��� ein� Der
Abschnitt ��� �uber den Aufbau meiner Arbeit beschlie�t dann dieses einf�uhrende Kapitel�

��� Bemerkungen zur Spezi�kationssprache Spectrum

Das wesentliche Entwicklungsziel f�ur Spectrum war die Konzeption einer reichhaltigen Spe�
zi�kationssprache� die es erlaubt� Software und� auf einem relativ abstrakten Niveau� auch
Hardware zu beschreiben� Ein besonderes Merkmal von Spectrum ist die Kombination
von Techniken aus der Schule der algebraischen Spezi�kationssprachen ASL �SW���� PLUSS
�Gau���� LARCH �GHW��� und bekannten Techniken aus ��Kalk�ul�basierten Programmier�
sprachen Haskell �HJW
��� SML �HMM��� Pau
�� bzw� Logiken wie LCF �GMW�
��

Der algebraische Ein�u� beschr�ankt sich im wesentlichen auf die Konstrukte des Spezi��
zierens im Gro�en� d�h� der Kombination von Spezi�kationseinheiten� Auf der Ebene des
Spezi�zierens im Kleinen dominieren hingegen Konzepte der ��Kalk�ul�basierten Program�
miersprachen� den sogenannten funktionalen Programmiersprachen� Hierzu z�ahlen speziell
Funktionen h�oherer Stufe �Funktionale� und ein polymorphes Typsystem mit Typklassen�

F�ur die Konstrukte des Spezi�zierens im Gro�en wurde eine transformationelle Semantik
angegeben� die es erlaubt� komplexe hierarchische Spezi�kationen in eine einzige �ache Spe�
zi�kation umzuformen� die nur noch Konstrukte des Spezi�zierens im Kleinen enth�alt� Diese
�achen Spezi�kationen k�onnen dann durch Expansion von Spezi�kationsmakros� und einfache
syntaktische Transliteration in eine Logik �ubersetzt werden� die im wesentlichen der Logik
LCF entspricht �Pus
�a�� In dieser Logik k�onnen dann Eigenschaften der Spezi�kationen� wie
zum Beispiel die Erf�ullung von Veri�kationsbedingungen� hergeleitet werden�

Die Logik von Spectrum erlaubt die uneingeschr�ankte Formulierung von Axiomen der mehr�
sortigen Pr�adikatenlogik erster Stufe� wobei der Typ der stetigen Funktionen ebenfalls ein Typ
von Individuen ist� �uber die quanti�ziert werden darf� Zudem stehen in eingeschr�ankter Form
auch Konstrukte der zweiten Stufe zur Verf�ugung� die die Formulierung von Induktionsprinzi�
pien f�ur Datentypen erlauben� Somit k�onnen in Spectrum nichtkonstruktive Spezi�kationen

�dazu z�ahlen etwa das data�Konstrukt� sowie die Annotationen strict und total �
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formuliert werden� was sich im Hinblick auf den Abstraktionsgrad von Anforderungsspezi�
�kationen als vorteilhaft erwiesen hat �SHNR
��� Nat�urlich kann man bei entsprechender
Beschr�ankung auch konstruktive Spezi�kationen schreiben� die direkt als Programme� spezi�
ell funktionale Programme� interpretiert werden k�onnen� Die schrittweise �Uberf�uhrung von
nichtkonstruktiven Anforderungsspezi�kationen �uber eine Designspezi�kation in eine ausf�uhr�
bare Spezi�kation wurde zum Beispiel in �SHNR
�� vorgestellt und in �Pus
�b� veri�ziert�
Diese Methode stellt die im Umfeld der Sprache Spectrum favorisierte Entwicklungsme�
thode dar�

Wie oben bereits erw�ahnt� ist die Logik von Spectrum der Logik LCF sehr �ahnlich� Sie
unterscheidet sich jedoch auch in einigen Punkten von dieser�

Ein bei der Anwendung der Logik durchaus sp�urbarer� wenn auch nicht allzu gro�er Unter�
schied besteht darin� da� Spectrum im Gegensatz zur zweiwertigen Logik von LCF eine
dreiwertige Logik benutzt� Die Verwendung der dreiwertigen Logik hat ihren Ursprung in
dem Wunsch� Formeln als Spezialfall von Termen des dreielementigen Datentyps bool zu be�
handeln� Somit mu� zumindest vom Typsystem her kein Unterschied mehr zwischen Formeln
und Termen des Typs bool gemacht werden� �Uber die methodischen und auch didaktischen
Vorteile einer solchen Vereinheitlichung� die zum Beispiel durch die Verwendung von dreiwer�
tiger Logik erzielt werden kann� l�a�t sich streiten� Was allerdings die mit der dreiwertigen
Logik verbundenen Auswirkungen auf den Kalk�ul von Spectrum und die daraus resultie�
rende umst�andliche Handhabung des Kalk�uls angeht �Pus
�b�� tendiere ich aufgrund meiner
mittlerweile erworbenen Erfahrung mit dem dreiwertigen Kalk�ul von Spectrum und der in
dieser Arbeit vorgestellten zweiwertigen Logik HOLCF eindeutig wieder zur zweiwertigen
Logik�

Der wesentliche Unterschied zwischen der Logik von Spectrum und LCF besteht darin� da� in
Spectrum neben dem Typ der stetigen Funktionen �� � �uber dem Argumentbereich� � und
dem Bildbereich � auch der Typ aller totalen Funktionen �� � von � nach � zur Verf�ugung
steht�� Diese Erweiterung gegen�uber LCF erm�oglicht die Kodierung von Pr�adikaten �uber
dem Bereich � als volle Funktionen vom Typ �� bool� wie sie aus impr�adikativen Logiken
der h�oheren Stufe� etwa HOL �And��� Gor��� GM
��� bekannt ist� Die Verwendung von
beliebigen Pr�adikatensymbolen ist bereits ein deutlicher Schritt �uber LCF hinaus� Daneben
k�onnen aber auch volle Funktionen mit beliebigem Bildbereich spezi�ziert werden� etwa die
nichtmonotone Konkatenation von Str�omen�

Um die Komplexit�at der Semantik etwas im Zaum zu halten� wurde die Verwendung von vollen
Funktionen drastisch eingeschr�ankt� Zum einen gibt es keine Variablen vom Typ �� �� zum
anderen darf der Typkonstruktor � nur an �au�erster Stelle im Typterm auftreten� Typterme
wie ��� ���� oder ��� ��� � sind somit nicht erlaubt� Weiterhin wurde die Verwendung
der ��Abstraktion dahingehend eingeschr�ankt� da� durch sie nur stetige Funktionen gebildet
werden k�onnen� Ist etwa die Konstante f vom Typ �� �� so wird die Bildung des Terms
�x�fx� der per Extensionalit�at die gleiche Semantik h�atte wie der Term f � durch die Pr�ufung
einer Kontextbedingung� dem sogenannten y�Test�� untersagt�

�unter Bereichen verstehe ich in diesem Zusammenhang partielle Ordnungen� die bzgl� ��Ketten vollst�andig
sind und ein kleinstes Element enthalten�

�diese nicht durch Stetigkeitsannahmen eingeschr�ankten vollen Funktionen werden in Spectrum mappings

genannt� In Spectrum wird der Konstruktor f�ur den vollen Funktionenraum mit to bezeichnet� In der hier
vorgestellten Logic HOLCF w�ahle ich statt dessen die Bezeichnung � �

�sprich �dagger	�Test� Dieser Test wird ausf�uhrlich in �GR�
� behandelt�



��� Urspr�ungliche Motivation �

Durch den obigen Katalog von Einschr�ankungen sch�utzt man sich vor Inkonsistenzen der
Logik� die durch die unvorsichtige Mischung von stetigen und nichtstetigen Funktionen ent�
stehen k�onnten� Speziell verhindert man damit aber auch die Bildung einer Logik h�oherer
Stufe�

Wenn man nun auf die letzten Abs�atze zur�uckblickt oder den technischen Bericht �GR
��
liest� so entsteht zu Recht der Eindruck� da� in Spectrum neben anderen gelungenen Erwei�
terungen auch das durchaus interessante Konzept der nichtstetigen Funktionen eingearbeitet
wurde� da� diese Einarbeitung aber in einer so restriktiven Form erfolgte� da� dadurch eher
technische Probleme erzeugt denn gel�ost wurden�

Die diesbez�ugliche Unzufriedenheit mit meiner eigenen Arbeit war der ausschlaggebende
Grund f�ur die Entwicklung von HOLCF� der Higher�Order Logic of Computable Functi�
ons� Die urspr�ungliche Motivation hinter meiner Arbeit� die anf�anglichen Ziele und was
sich w�ahrend der Arbeit an dieser Dissertation daraus entwickelte� m�ochte ich nun in den
n�achsten Abschnitten genauer darstellen�

��� Urspr�ungliche Motivation

Wie ich im letzten Abschnitt dargelegt habe� ist die simultane Bereitstellung des Bereichs
der stetigen Funktionen und des vollen Funktionsraums �uber Bereichen in Spectrum nicht
sehr gut gegl�uckt� Diesem Mangel wollte ich Abhilfe scha�en und eine Logik konzipieren�
in der auch der volle Funktionenraum mit dem zugeh�origen Typkonstruktor � uneinge�
schr�ankt zur Verf�ugung steht� Das hei�t� der Typkonstruktor � sollte beliebig mit anderen
Typkonstruktoren kombiniert werden k�onnen� und es sollte auch eine ��Abstraktion f�ur volle
Funktionen geben�

Mehrere Gr�unde sind daf�ur verantwortlich� da� ich zum einen von der dreiwertigen
Spectrum�Logik abgewichen und zur zweiwertigen LCF�Logik zur�uckgekehrt bin und zum
anderen die Logik h�oherer Stufe HOL als Ausgangspunkt f�ur meine Entwicklung gew�ahlt
habe� Die folgenden Abschnitte werden zeigen� da� die Paarung von LCF und HOL nahelie�
gend war� Auf die Historie der Logik HOL werde ich im Kapitel � noch gesondert eingehen�
In Bezug auf LCF m�ochte ich auf Larry Paulson verweisen� der in �Pau��� die Historie von
LCF ausf�uhrlich beschreibt�

Das Konzept der Spectrum�Logik� Pr�adikate �uber einem Bereich � als volle Funktionen
vom Typ �� bool zu kodieren� empfand ich als sehr n�utzlich und wollte einen Typ der
Wahrheitswerte in meiner Logik beibehalten� Zudem sollte der Konstruktor � f�ur den vollen
Funktionenraum uneingeschr�ankt zur Verf�ugung stehen� Damit war aber die Entscheidung
f�ur eine volle Stufenlogik bereits gefallen� Die Wahl einer zweiwertigen Logik h�oherer Stufe
lag ebenfalls nahe� denn eine solche gab es ja bereits� n�amlich HOL� Die Logik HOL ist eine
bekannte und reichhaltig dokumentierte Logik� f�ur die es neben einem speziellen System von
Gordon �Gor��� Cam�
� GM
�� auch eine Implementierung im generischen Theorembeweiser
Isabelle �Pau
�� gibt� Da ich die Spectrum�Logik ebenfalls in Isabelle kodiert hatte und
Isabelle dabei sch�atzen gelernt hatte� war es naheliegend� die Isabelle�Version von HOL zu
benutzen�

Mit der Entscheidung f�ur die zweiwertige Logik HOL war aber gleichzeitig auch die Ent�
scheidung f�ur die zweiwertige Logik LCF gefallen� denn wenn man die dreiwertige Logik von
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Spectrum durch eine zweiwertige ersetzt� besteht der Unterschied zu LCF im wesentlichen
nur noch in dem zus�atzlichen Konzept der nichtstetigen Funktionen� Dieses Konzept wollte
ich aber gerade geschickter einbauen� Ein weiterer Vorteil von LCF gegen�uber der Logik
von Spectrum ist die F�ulle von wissenschaftlichen Untersuchungen� die im Umfeld von LCF
gemacht wurden� Die Semantik von LCF wird vollst�andig von den Standardergebnissen der
Bereichstheorie abgedeckt� die ich unver�andert �ubernehmen konnte� Somit konnte ich mich
voll auf die Aufgabe konzentrieren� den vollen Funktionenbereich in LCF einzubauen� bzw�
richtiger gesagt� die Logik HOL mit dem von Haus aus eingebauten vollen Funktionenraum
um Bereichstheorie f�ur stetige Funktionen und damit LCF zu erweitern�

��� Erweiterte Zielsetzung der Arbeit

Da HOL die Basis f�ur meine Erweiterung sein sollte� war es naheliegend� eine elegantere
L�osung f�ur zwei weitere Probleme ins Auge zu fassen� Das erste Problem betri�t die stetige
��Abstraktion� Mit stetiger ��Abstraktion ist der Bindungsmechanismus gemeint� der einen
Term von Typ �� � erzeugt� In HOLCF wird dieser Binder mit � bezeichnet� um ihn von
der ��Abstraktion f�ur volle Funktionen zu unterscheiden� Von nun an werde ich die HOLCF�
Notation verwenden und von ��Abstraktion anstatt von stetiger ��Abstraktion reden�

Wie bereits erw�ahnt� wird die Bildung von ��Termen in Spectrum durch eine Kontextbe�
dingung� den sogenannten y�Test� eingeschr�ankt� Dieser Test pr�uft hinreichende Kriterien f�ur
die Stetigkeit eines Terms e vom Typ � in der freien Variablen x vom Typ �� so da� die ansch�
lie�ende Typzuordnung von �� � f�ur den Term �x�e nicht zu Inkonsistenzen f�uhrt� Hinter
dem y�Test stecken nat�urlich die aus der Bereichstheorie bekannten hinreichenden Kriterien�
da� die Identit�at und konstante Funktionen stetig sind� und da� die Applikation stetiger
Funktionsterme auf stetige Argumentterme sowie die ��Abstraktion �uber stetigen Termen
die Stetigkeit erhalten�

Der entscheidende Punkt beim y�Test ist die Tatsache� da� die Bildung des Terms �x�e von
vornherein nicht erlaubt ist� wenn der Test fehlschl�agt� Diese Vorgehensweise mag f�ur rein
theoretische Untersuchungen angebracht erscheinen� Will man jedoch die Logik in einem
Logical�Framework wie Isabelle formalisieren� so birgt die Verwendung einer solch komple�
xen Kontextbedingung f�ur die Termbildung einen gravierenden Nachteil� sie l�a�t sich einfach
nicht als Kontextbedingung formalisieren� Kontextbedingungen m�ussen in Isabelle entweder
durch das Typsystem der Metalogik abgedeckt werden oder aber� wenn das Typsystem daf�ur
zu schwach ist� zumindest in der Metalogik von Isabelle als Pr�adikate formalisiert werden��
Wird die Kontextbedingung durch ein Pr�adikat formalisiert� dann ist die Bildung des Terms
nicht mehr eingeschr�ankt� vielmehr wird seine Verwendung durch das Pr�adikat derart be�
schr�ankt� da� keine Inkonsistenzen auftreten k�onnen� Im Beispiel w�urde das bedeuten� da�
der Term �x�e immer gebildet werden darf� da� aber etwa die Anwendung der ��Gleichheit
��x�e�t � e�t�x� nur dann erlaubt ist� wenn die Stetigkeit des Terms e in der Variablen x

gezeigt werden kann� Das wiederum hei�t� da� man das Pr�adikat e ist stetig in x im Kalk�ul
beweisen mu��

Nat�urlich k�onnen die obigen hinreichenden Kriterien zur Propagierung der Stetigkeit in der
Metalogik von Isabelle formalisiert werden� Da in meinem Fall aber HOL die Objektlo�

�diese Einschr�ankung gilt �ubrigens f�ur alle mir bekannten Logical�Frameworks�
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gik ist� bietet es sich an� die Stetigkeit bereits in die Objektlogik zu internalisieren� Eine
Axiomatisierung f�ur die Propagierung der Stetigkeit k�onnte etwa so aussehen�

contX��x�c� Konstante
contX��x�x� Identit�at
contX��x�ft�x�� � contX��x�tt�x���

contX��x��ft�x���tt�x��� � � Applikation
�x�contX��y�h�x��y�� � �y�contX��x�h�x��y���

contX��x��y�h�x��y�� ��Abstraktion

Hierbei wird die ��Abstraktion f�ur volle Funktionen mit einem kleinen � bezeichnet� und die
Applikation voller Funktionen wird mit runden Klammern � � geschrieben� Runde Klammern
dienen auch dazu� den Vorrang in Termen auszudr�ucken� Die Abstraktion zur Bildung von
Termen des Typs �� � wird durch ein gro�es � notiert� Im Gegensatz zu Spectrum werde
ich in HOLCF die Elemente des Typs �� � als Operationen bezeichen� Funktionen hingegen
sind Elemente des Typs �� �� und stetige Funktionen bilden eine Teilmenge dieses Typs�
Operationen und stetige Funktionen stehen in einem sehr engen Zusammenhang� der in der
Theorie der Operationen in den Abschnitten ����� bis ����� exakt formalisiert wird� Hinter den
eckigen Klammern � � verbirgt sich die Applikationsfunktion f�ur Elemente des Typs �� ��
den Operationen� Die Applikationsfunktion selbst hat den Typ ��� ��� �� � und ist
stetig im ersten und zweiten Argument�

Die Funktion contX vom Typ ��� ��� bool ist ein Pr�adikat f�ur volle Funktionen� der Typ
bool ist in HOL der zweielementige Typ der Propositionen	� Das Interessante an der obigen
Axiomatisierung ist der Umstand� da� statt des Pr�adikats Term e ist stetig in der freien
Variablen x das Pr�adikat die Funktion �x�e ist stetig formalisiert wird� Die ��Abstraktion
f�ur Funktionen erm�oglicht also das Reden �uber freie Vorkommen von Variablen in Termen�
Dieser E�ekt wird in allen Logical�Frameworks ausgen�utzt�

Die Applikation f�ur Funktionen ersetzt umgekehrt die Notation f�ur Substitution� Dies wird
deutlich in der Axiomatisierung der oben angesprochenen Beschr�ankung der ��Gleichheit f�ur
die ��Abstraktion�

contX�f�� ��x�f�x���y� � f�y�

Die eben axiomatisierten hinreichenden Kriterien sind allerdings sehr schwach�
� da durch sie
der Typ der Operationen �� � relativ isoliert vom vollen Funktionsraum �� � behandelt
wird� Dem inh�arenten Zusammenhang zwischen Operationen und vollem Funktionsraum

�uber Bereichen� speziell dem Zusammenhang zwischen ��Abstraktion f�ur Operationen und
der ��Abstraktion f�ur volle Funktionen� werden diese hinreichenden Kriterien in keiner Weise
gerecht�

�hier w�are die Verwendung der Bezeichnung prop sch�oner� Im HOL�System wie auch in der Isabelle�Version
von HOL wird aber bool verwendet� Somit mu� f�ur den dreielementigen Typ der programmiersprachlichen

Wahrheitswerte eine andere Bezeichnung verwendet werden� Diese lautet in HOLCF nach der LCF�Konvention
tr �truth values�

�	schwach in dem Sinn� da� viele stetige Funktionen diese Kriterien nicht erf�ullen�
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Bei Verwendung von HOL l�a�t sich hier Abhilfe scha�en� denn in HOL kann die Stetigkeit
nicht nur axiomatisiert werden� sie kann sogar de�niert werden� Die Ausf�uhrungen �uber die
Theorie der stetigen Funktionen in Abschnitt ��� und die Theorie der Operationen in den
Abschnitten ����� bis ����� werden zeigen� da� dadurch der Zusammenhang zwischen Ope�
rationen� stetigen Funktionen und dem vollen Funktionsraum befriedigend hergestellt wird�
Die oben angef�uhrten Axiome f�ur die Propagierung der Stetigkeit sowie die Beschr�ankung der
��Gleichheit k�onnen dann als Theoreme abgeleitet werden�

Der Grund� wieso ich auf die Behandlung der Stetigkeit so ausf�uhrlich eingehe� liegt darin�
da� die Stetigkeit von Termen eine subtile Rolle in der Nebenbedingung einer prominenten
Inferenzregel der LCF�Logik spielt� Die Rede ist von der Fixpunktinduktionsregel und der
Pr�ufung der Zul�assigkeit �admissibility� des Induktionspr�adikats als Anwendbarkeitsbedin�
gung� Das bringt uns zum oben angek�undigten zweiten Problem� das sich bei Verwendung
von HOL eleganter l�osen l�a�t�

Die Regel f�ur die Fixpunktinduktion in LCF l�a�t sich unter Verwendung der HOLCF�Notation
etwa so formulieren�

P ��� �x�P �x�� P �f �x��

P ��x�f ��
provided P �y� is admissible in y

In LCF wird die Pr�ufung der Zul�assigkeit als Anwendbarkeitsbedingung der Inferenzregel
gehandhabt� Dies bedeutet� da� die Pr�ufung automatisch vom System durchgef�uhrt wird�
indem ein Standardsatz von hinreichenden syntaktischen Bedingungen f�ur die Zul�assigkeit
herangezogen wird� Gen�ugt die Formel P diesen Kriterien nicht� so l�a�t das System die
Anwendung der Fixpunktregel nicht zu� In diesem Fall mu� man versuchen� eine �aquiva�
lente Induktionsformel zu �nden� die die Kriterien erf�ullt und dann mit dieser die Induktion
durchf�uhren�

Diese Situation ist schon vom rein pragmatischen Standpunkt her unbefriedigend� da zum
einen der Satz der Kriterien in der Implementierung �xiert ist� und eine Erweiterung so�
mit sehr aufwendig wird� zum anderen der Induktionsbeweis mit einer �aquivalenten Formel
bisweilen unnat�urlicher sein kann als der Beweis mit der urspr�unglichen Formel�

Diese Einschr�ankung des LCF�Systems wird von Larry Paulson in seinem Buch �uber Cam�
bridge LCF �Pau��� Seite �	� wie folgt kritisiert�

Fixed point induction is di�cult to formalize� An inference rule operates on the
syntactic structure of its premises� but chain�completeness refers to semantics�
No simple test is known for determining that a formula is chain�complete� PP��s
complicated test rejects many chain�complete formulae���

Im Artikel �Pau��� �uber Induktion in LCF gibt Paulson ein Beispiel �Seiten �	���	
� f�ur
verschr�ankt rekursive Typen �Ausdr�ucke und Listen von Ausdr�ucken�� Zur Axiomatisierung
dieser Typen verwendet er Formeln mit lokalen Deklarationen unter Zuhilfenahme der Impli�
kation� um die Formeln lesbarer zu machen� Diese Formeln sind zwar zul�assig� werden aber

��PP� �Polymorphic Predicate ��calculus ist die urspr�ungliche Bezeichnung von Dana Scott f�ur LCF�
N�aheres dazu siehe �Pau����
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vom Zul�assigkeitstest aufgrund der auftretenden Implikationen abgewiesen� Die �aquivalente
Formulierung �uber Selektoren� die den Test besteht� ist laut Paulson wesentlich schlechter
lesbar und in ihrer Handhabung unnat�urlich�

Formalisiert man LCF in einem Logical�Framework wie Isabelle��� so lassen sich zumindest
die Nachteile einer festen Implementierung der Zul�assigkeitspr�ufung als Anwendbarkeitsbe�
dingung beheben� Hier wird n�amlich die Zul�assigkeit analog zur Pr�ufung der Stetigkeit als
Pr�adikat axiomatisiert� Diese Axiomatisierung kann viel einfacher erweitert werden� Ich gebe
hier gleich ausschnittsweise ein Beispiel f�ur die Axiomatisierung der Zul�assigkeit� wenn die
LCF�Logik um den vollen Funktionenraum erweitert wird und somit das Problem der nicht�
stetigen Terme im Zusammenhang mit der Zul�assigkeit von Formeln entsteht� Hier taucht
das Pr�adikat contX an einer im ersten Moment unerwarteten Stelle wieder auf���

contX�u� � contX�v�� adm��x�u�x� v v�x��
contX�t�� adm��x���t�x� v u��
contX�t� � adm�P �� adm��x�P �t�x���

adm�P � � adm�Q�� adm��x�P �x� � Q�x��
adm�P � � adm�Q�� adm��x�P �x� � Q�x��

��x�P �x�� Q�x��� �adm�P �� adm�Q��

In der Fixpunktinduktionsregel wird aus der Anwendbarkeitsbedingung dann eine Pr�amisse�
und der Nachweis der Zul�assigkeit adm�P � mu� bzw� kann jetzt im Kalk�ul gef�uhrt werden�

adm�P � P ��� �x�P �x�� P �f �x��

P ��x�f ��

Ein weiterer Vorteil dieser Internalisierung des Zul�assigkeitstests wird durch eines der obigen
Axiome deutlich�

��x�P �x�� Q�x��� �adm�P �� adm�Q��

Kann man die �Aquivalenz der Formeln P und Q zeigen� so darf man die Induktion mit P
durchf�uhren� wenn zumindest Q mit dem Satz von hinreichenden Kriterien als zul�assig nach�
gewiesen werden kann� Das setzt nat�urlich voraus� da� man erstens ein solches Q �ndet und
zweitens den �Aquivalenzbeweis im Kalk�ul f�uhren kann� Mu� die �Aquivalenz etwa durch eine
neuerliche Induktion gezeigt werden� so steht das Gelingen von vornherein erheblich in Frage�
da hier dann die Zul�assigkeit einer �Aquivalenzformel gezeigt werden mu�� �Aquivalenzen� d�h�
Biimplikationen� str�auben sich aber bekannterweise sehr gegen den Zul�assigkeitstest�

Ich werde im Kapitel � �uber Datentypen Beispiele f�ur in HOLCF als zul�assig nachweisbare
Formeln P geben� f�ur die es fraglich erscheint� ob man �aquivalente� mit den �ublichen LCF�
Kriterien beweisbar zul�assige� Formeln Q �ndet� so da� zudem der �Aquivalenzbeweis in LCF
gelingt�

��eine Formalisierung von LCF in Isabelle liegt bereits vor� Sie wird aber leider nicht in �Pau�
� beschrieben�
��man beachte die Rolle der ��Abstraktion�
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Die obigen Ausf�uhrungen legen es nahe� sowohl die Stetigkeit von Funktionen als auch die
Zul�assigkeit von Formeln zu de�nieren� anstatt sie nur zu axiomatisieren� Die De�nition
eines Konzepts hat gegen�uber einer Axiomatisierung immer den Vorteil� da� sie das Konzept
sowohl notwendig als auch hinreichend beschreibt� Da die Zul�assigkeit eines Pr�adikats eine
Eigenschaft eines Pr�adikats ist� also ein Pr�adikat �uber Pr�adikaten� ist klar� da� zur De�nition
der Zul�assigkeit die Logik erster Stufe nicht mehr ausreicht� Auch in diesem Fall konnte
die Logik h�oherer Stufe HOL nutzbringend eingesetzt werden� Die Ausf�uhrungen �uber die
Fixpunkttheorie im Abschnitt ���� werden dies deutlich machen� Neben der Zul�assigkeit
wird in dieser Theorie auch der Fixpunktoperator �x de�niert� Unter anderem werden in
dieser Theorie die Fixpunktinduktion und alle oben als Axiome angef�uhrten Eigenschaften
der Zul�assigkeit als Theoreme abgeleitet�

An dieser Stelle will ich nun aufh�oren� die Entwicklung der Ziele bis ins Detail zu verfolgen�
Eine konsequente Weiterf�uhrung der gerade angedeuteten Gedankeng�ange f�uhrte schlu�end�
lich zu einer Zielsetzung� die die Entwicklung der kompletten� f�ur LCF notwendigen� Be�
reichstheorie in HOL vorsah� eben HOLCF� die Higher�Order Logic of Computable Functions�
HOLCF ist dabei nur eine komplexe Ansammlung von HOL�Theorien�

Der Vorteil der De�nition von Konzepten wurde ja schon kurz angedeutet� Ein weiterer
Grund� der f�ur diese Vorgehensweise spricht� liegt darin� da� de�nitorische Theorieerweite�
rungen die Existenz von Modellen garantieren� wenn die urspr�ungliche Theorie ein Modell
hatte� Eine Methode� die die Verwendung von de�nitorischen Erweiterungen als zentrales Ve�
hikel zur Theoriebildung vorsieht� ist unter der Bezeichnung Sichere Erweiterung von Theorien
�safe extension of theories� bekannt� Sie ist die f�ur die Benutzung des HOL�Systems favori�
sierte Methode und wird zum Beispiel in �Cam�
� GM
�� beschrieben� Bei dieser Methode
sind nur solche Theorieerweiterungen zugelassen� f�ur die man eine Modellkonstruktion ange�
ben kann� die jedes beliebige Modell der alten Theorie zu einem Modell f�ur die neue Theorie
erweitert� so da� die Restriktion des erweiterten Modells bzgl� der Signatur der alten Theorie
gerade wieder das urspr�ungliche Modell ergibt� Eine Theorieerweiterung� die diesen Eigen�
schaften gen�ugt� werde ich in der hier vorliegenden Arbeit als konservative Theorieerweiterung
�Gal��� bezeichnen und die damit einhergehende Modellerweiterung als konservative Modell�
erweiterung � In der Literatur �EGL�
� �ndet sich statt konservative Theorieerweiterung auch
der Begri� streng persistente Erweiterung � Im Falle einer konservativen Theorieerweiterung
l�a�t sich ableiten� da� eine Formel �uber der Signatur der alten Theorie genau dann in der
neuen Theorie g�ultig ist� wenn sie auch in der alten Theorie g�ultig ist�

Der Begri� der konservativen Erweiterung mu� mit einiger Vorsicht behandelt werden� Man�
che Autoren �And��� de�nieren die Konservativit�at �uber ein syntaktisches Kriterium� Bei
ihnen ist eine Erweiterung dann und nur dann konservativ� wenn eine Formel �uber der al�
ten Signatur in der neuen Theorie herleitbar ist� wenn sie auch schon in der alten Theorie
herleitbar ist� Dieses Kriterium gew�ahrleistet �nur� die Erhaltung der Konsistenz �nicht jede
Formel ist herleitbar�� In einer Logik erster Stufe reicht die Erhaltung der Konsistenz aus�
denn jede konsistente Menge ist in der Logik erster Stufe auch erf�ullbar� Diese Tatsache ist
gerade das zentrale Argument f�ur den Vollst�andigkeitsbeweis der Logik erster Stufe �Her����
In einer Logik h�oherer Stufe kann aus der Konsistenz einer Menge leider nicht mehr auf deren
Erf�ullbarkeit geschlossen werden� denn sonst w�are die Logik ja vollst�andig� Ein Erweiterungs�
mechanismus� der �nur� die Erhaltung der Konsistenz gew�ahrleistet� ist daher f�ur die Logik
h�oherer Stufe ungen�ugend� da er nicht mehr die Existenz von Modellen f�ur die erweiterte
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Theorie garantiert�

Aus diesem Grund wird bei der Rechtfertigung der Mechanismen zur Theorieerweiterung in
HOL �GM
�� eine semantische Argumentation verwendet� und aus dem selben Grund hei�t
in dieser Arbeit eine Erweiterung der Theorie Th� zur Theorie Th� konservativ� wenn jedes
Modell von Th� streng persistent zu einem Modell von Th� erweitert werden kann� Die
formale De�nition der konservativen Erweiterung �ndet sich in Abschnitt ����

Um die HOL�Methode zu wahren und damit gleichzeitig auch die Existenz von Modellen
f�ur die Logik HOLCF zu sichern� habe ich HOLCF ausschlie�lich unter Benutzung solcher
konservativer Theorieerweiterungen entwickelt� Dabei wollte ich aber auf keinen Fall die
Erf�ullung einer anderen wichtigen Zielsetzung gef�ahrden� Die entstehende Logik HOLCF
sollte auch benutzbar sein� d�h� nicht nur die prinzipielle Machbarkeit der Formalisierung von
Bereichstheorie in HOL in Form einer unzug�anglichen Kodierung aufzeigen� Wenn m�oglich
sollte HOLCF die �ubliche Formalisierung von LCF als Teillogik enthalten� Look and feel von
LCF sollten sozusagen erhalten bleiben�

Dieser Wunsch wird verst�andlich im Hinblick auf ein weiteres von mir angestrebtes Ziel�
Die Entwicklung von HOLCF sollte vollst�andig im Logical�Framework Isabelle durchgef�uhrt
werden� Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt auf der Hand� Mit Fertigstellung der Ent�
wicklung steht dann n�amlich sofort ein Theorembeweiser mit durchaus ansprechenden Au�
tomatisierungsm�oglicheiten zur Verf�ugung� Dieser wiederum kann dann als Basis f�ur eine
Spezi�kationssprache dienen� etwa die Fortentwicklung von Spectrum� die HOLCF als logi�
schen Hintergrund hat� Dieser Gedanke wird derzeit in der Spectrum�Gruppe in Erw�agung
gezogen�

Bereits die ersten Versuche� Bereichstheorie in HOL zu formalisieren und dabei ein vern�unf�
tiges Ma� an Benutzbarkeit zu gew�ahrleisten� zeigten� da� die Wahl von Isabelle als Logical�
Framework sehr gl�ucklich war� Im Gegensatz zur Logik h�oherer Stufe im HOL�System �GM
��
ist die HOL�Version in Isabelle mit einem st�arkeren Typsystem ausgestattet� Die Metalogik
von Isabelle stellt neben dem �ublichen HindleyMilner Polymorphismus �Mil��� DM��� auch
das Konzept der Typklassen zur Verf�ugung �NP
��� das vor allem durch die Programmierspra�
che Haskell �HJW
�� bekannt geworden ist� Dieses st�arkere Typsystem schl�agt ebenfalls
auf die in Isabelle formalisierten Objektlogiken durch� Mit Hilfe der Typklassen war es mir
m�oglich� umst�andliche Kodierungen zu vermeiden und gewisse Anteile der Logik von Berei�
chen vom Typsystem abdecken zu lassen� Der �ligrane Zusammenhang zwischen internali�
sierten Konzepten und dem Typsystem spielt in allen Typtheorien eine wichtige Rolle� Die
Entscheidung� was explizit in der Logik formalisiert wird und was �uber das Typsystem abge�
handelt wird� bestimmt zu einem wesentlichen Anteil die Eleganz der entstehenden Theorie�
Den von mir eingeschlagenen Weg werde ich in aller Ausf�uhrlichkeit im Kapitel � beschreiben�

Durch die Verwendung von Isabelle konnte ich also eine Version der Logik h�oherer Stufe be�
nutzen� die Typklassen zur Verf�ugung stellt� Leider stellte sich dabei heraus� da� HOL mit
Typklassen zwar in Isabelle implementiert war und auch schon vielfach verwendet wurde�
da� aber keinerlei semantische Untersuchungen zur Logik h�oherer Stufe mit Typklassen exi�
stierten� Damit ergab sich leider f�ur mich ein neuerliches Ziel� n�amlich die Erweiterung der
Semantik von HOL um das Konzept der Typklassen� Die syntaktischen Schwierigkeiten wa�
ren gl�ucklicherweise durch �Nip
�� NP
�� bereits gel�ost� und in Form des Isabelle�Systems lag
sogar eine Implementierung vor� Daher konnte ich mich im wesentlichen darauf konzentrie�
ren� die Semantik von HOL und die Methode der konservativen Erweiterung in Bezug auf
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Typklassen zu erweitern� Ich habe mich dieser Aufgabe im Kapitel � so knapp wie m�oglich
entledigt� denn die damit verbundenen Fragestellungen lagen nicht im Zentrum der von mir
geplanten Untersuchungen�

Wenn man die von mir gerade entwickelten Zielsetzungen verfolgt und die damit verbundene
Arbeit bedenkt� so stellt sich zu recht die Frage� ob sich denn der ganze Aufwand lohnt� Diese
Frage kann ich mit gutem Gewissen mit �Ja� beantworten�

Eine erste Begr�undung f�ur dieses �Ja� ist zum Beispiel der Hinweis auf die Verwandtschaft
mit dem AUTOMATH Projekt �dB���� Meine pers�onliche Erfahrung mit Lehrb�uchern �uber
Bereichstheorie� die ich w�ahrend der Entwicklung von HOLCF konsultiert habe� hat gezeigt�
da� die Beweise einiger Theoreme zwar nicht unbedingt falsch waren� jedoch zumindest un�
verst�andlich dargestellt waren� Zudem waren es nicht selten die �ublicherweise als �Ubungsauf�
gaben gestellten Hilfss�atze� die die wirklich harten N�usse bei der Entwicklung von HOLCF
darstellten�

Weiterhin deckt HOLCF den Sto� jeder Grundvorlesung �uber Bereichstheorie ab� Das
HOLCF�System l�a�t sich daher vorlesungsbegleitend zur L�osung von �Ubungsaufgaben ein�
setzen oder kann f�ur Praktika verwendet werden�

HOLCF kann� wie bereits erw�ahnt� im Zusammenhang mit einer Spezi�kationssprache einge�
setzt werden und zu Veri�kationszwecken herangezogen werden� Speziell k�onnte zum Beispiel
f�ur die im Focus�Projekt �BDD�
�� eingesetzten Methoden und Techniken eine maschinell
unterst�utzte formale Basis gescha�en werden�

Die Ergebnisse im Kapitel � zeigen aber auch� da� sich durch die Entwicklung von HOLCF
zus�atzlich neue Impulse f�ur bereits bekannte Theorien ergeben� So kann aus der bekann�
ten LCF�Axiomatisierung f�ur baumartige rekursive Bereiche �Mon��� Pau���� beispielsweise
strikte Listen� Str�ome oder nichtstrikte Listen� aufgrund der gr�o�eren Ausdrucksst�arke von
HOLCF wesentlich mehr abgeleitet werden�

F�ur all diese baumartigen Typen l�a�t sich durch einfache Argumentation �uber kleinste obere
Schranken und durch Expansion der De�nition des Fixpunktoperators ein sogenanntes Take�
Lemma ableiten��� Mit Hilfe dieses datentypspezi�schen Theorems l�a�t sich aus der Gleichheit
aller endlichen Approximationen zweier Elemente auf die Gleichheit der Elemente selbst�
der Limiten der Approximationen schlie�en� Dieses Theorem m�u�te in LCF per Induktion
abgeleitet werden� was aufgrund des eingeschr�ankten Zul�assigkeitstests nicht m�oglich ist� Das
Take�Lemma f�ur einen Datentyp ist aber die wesentliche Grundlage f�ur die Ableitung eines
Co�Induktionsprinzips �Pit
�� innerhalb der Logik�

Zudem erm�oglicht das Take�Lemma f�ur Datentypen mit ausschlie�lich strikten Konstruk�
toren� etwa strikte Listen� die Ableitung einer bzgl� Zul�assigkeit uneingeschr�ankten Regel
zur strukturellen Induktion� Wer die LCF�Literatur kennt� wei�� welche au�erordentlichen
Anstrengungen darauf verwendet werden� die Kettenendlichkeit �chain��niteness� eines re�
kursiven Typs bzw� deren Erhaltung zu zeigen� So sind zum Beispiel strikte Listen �uber
dem Typ � nur dann kettenendlich� wenn der Typ � selbst ebenfalls kettenendlich ist� Nur
in diesem Fall entf�allt dann aufgrund eines bzgl� LCF externen Arguments die Anwendbar�
keitsbedingung der Zul�assigkeit bei der strukturellen Induktion� Im Kapitel � werde ich

��mehr dazu in Kapitel �
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demonstrieren� wie sich mit Hilfe von HOLCF die strukturelle Induktion f�ur Typen mit strik�
ten Konstruktoren ohne die l�astige Zul�assigkeitsbedingung ableiten l�a�t� Zentral beim Beweis
ist die Idee� die strukturelle Induktion nicht� wie in LCF �ublich� aus der Fixpunktinduktion
abzuleiten und damit die Zul�assigkeitsbedingung in Kauf nehmen zu m�ussen� sondern das
Take�Lemma als entscheidendes Argument zu verwenden� Dabei ist die Ordnungsstruktur
der Argumenttypen unerheblich� Die Vorteile einer uneingeschr�ankten Induktionsregel und
damit auch von HOLCF liegen somit auf der Hand�

��� Zusammenfassung der Ziele und Thesen der Arbeit

In diesem Abschnitt m�ochte ich noch einmal konzentriert die eben entwickelten Ziele zusam�
menfassen und die Thesen dieser Dissertationsschrift formulieren�

Ziele�

�� Auf der Basis von HOL soll die komplette� f�ur LCF notwendige Bereichstheorie in Form
der Logik HOLCF entwickelt werden�

�� Die Entwicklung von HOLCF hat nach der Methode der konservativen Theorieerweite�
rung zu erfolgen�

�� Die Entwicklung soll unter Verwendung des Logical�Frameworks Isabelle durchgef�uhrt
werden� Das von Isabelle zur Verf�ugung gestellte Konzept der Typklassen soll dabei
gewinnbringend eingesetzt werden� HOLCF soll die �ubliche Formalisierung von LCF
als Teillogik enthalten�

�� Die entstehende Logik HOLCF soll praktisch nutzbar sein und nicht nur die prinzipielle
Machbarkeit der Formalisierung von Bereichstheorie in HOL in Form einer unzug�angli�
chen Kodierung aufzeigen�

�� Es soll eine hinreichende Formalisierung der Semantik von HOL mit Typklassen er�
arbeitet werden� Die Methode der konservativen Theorieerweiterung soll so erweitert
werden� da� die Typklassen darin eingesetzt werden k�onnen�

Thesen�

�� Der volle Funktionenraum kann mit dem Raum der Operationen �uber Bereichen gleich�
berechtigt in einer Logik kombiniert werden� Der inh�arente Zusammenhang zwischen
diesen beiden Funktionsr�aumen kann in HOLCF explizit gemacht werden und kann auch
gewinnbringend eingesetzt werden�

�� Die Stetigkeit von Funktionen und die Zul�assigkeit von Pr�adikaten kann in HOLCF
notwendig und hinreichend charakterisiert werden� Die diesbez�uglichen Nachteile von
LCF sind damit beseitigt�

�� Mit Hilfe der Typklassen ist es m�oglich� umst�andliche Kodierungen zu vermeiden und
gewisse Anteile der Logik von Bereichen vom Typsystem abdecken zu lassen� Das look
and feel von LCF bleibt erhalten�
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�� Durch die Entwicklung von HOLCF in Isabelle steht ein Theorembeweiser mit durchaus
ansprechenden Automatisierungsm�oglicheiten zur Verf�ugung� Dieser kann f�ur Veri�ka�
tionsaufgaben im Zusammenhang mit einer auf HOLCF basierten Spezi�kationssprache
genutzt werden�

�� F�ur Sprachen und Methoden� die auf bereichstheoretischen Grundlagen aufbauen� l�a�t
sich mit Hilfe von HOLCF eine maschinell unterst�utzte formale Basis scha�en�

�� Mit HOLCF steht eine Plattform f�ur weitere Experimente im Rahmen der Bereichs�
theorie zur Verf�ugung�

�� Das HOLCF�System kann begleitend zu Vorlesungen �uber Bereichstheorie oder in Prak�
tika eingesetzt werden�

�� Durch die Entwicklung von HOLCF ergeben sich neue Impulse f�ur bereits bekannte
Theorien� F�ur baumartige Datentypen lassen sich in HOLCF Induktionsprinzipien
sowie Co�Induktionsprinzipien entwickeln� die bisher nur durch rein semantische Ar�
gumentationen etabliert werden konnten und nicht aus der �ublichen Axiomatisierung
ableitbar waren�

��� Verwandte Ans�atze

In dem von mir bearbeiteten Themengebiet der Formalisierung von Bereichstheorie in einer
Logik h�oherer Stufe sind mir drei vergleichbare Ans�atze bekannt� Von diesen drei Arbeiten
ist aber bisher nur eine abgeschlossen�

Die abgeschlossene Arbeit ist von Kim Dam Petersen �Pet
�� und behandelt die Kodierung
des P��Modells von Scott �Sco��� Sto��� SG
	� im HOL�System von Gordon� Sein Zugang zur
Bereichstheorie erfolgt �uber die Konstruktion eines universellen Bereichs �universal domain�
�SG
	�� n�amlich des sogenannten P��Modells oder Graph�Modells� Der Bereich P� ist so
reichhaltig� da� er auch rekursive Bereiche als Teilbereiche enth�alt� die als re�exive Bereiche
�re�exive domains� �uber die Benutzung von Retraktionen �retracts� gebildet werden�

Ausgehend von der grundlegenden Kodierung einer partiellen Ordnung �D�R� als Paar aus
Tr�agermenge D und Relation R 	 D�D �uber dieser Tr�agermenge� wobei die partiellen Ord�
nungseigenschaften f�ur �D�R� gelten m�ussen� f�uhrt Petersen De�nitionen f�ur obere Schranken�
kleinste obere Schranken und gerichtet vollst�andige Mengen ein� Bereiche sind bei Petersen
also Paare �D�R� � die die bekannten Eigenschaften f�ur gerichtet vollst�andige Mengen erf�ullen�
Aufbauend auf dieser Theorie der Bereiche entwickelt Petersen dann Theorien f�ur Topologien�
Scott�Topologie� algebraische CPO�s� endliche Mengen� Potenzmengen und letztendlich eine
Formalisierung des P��Modells� Speziell sind bei Petersen Bereichskonstruktoren als Funk�
tionen kodiert� die Bereiche� Paare �D�R�� in Bereiche abbilden� Dies erlaubt die explizite
Manipulation der Tr�agermenge D und der Ordnung R der Bereiche und gibt Zugang zu allen
Konzepten der Bereichstheorie�

Die Behandlung von Mengen in HOL als Teilmengen eines repr�asentierenden Typs �eigentlich
Pr�adikate �uber diesem Typ� erzeugt unangenehmen notationellen Aufwand bei der Bildung
neuer Bereiche� Speziell ergeben sich technische Schwierigkeiten bei der Bildung von Funk�
tionsbereichen �uber Bereichen� Wenn D� � �� � bool bzw� D� � �� � bool Teilmengen der
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Typen �� bzw� �� darstellen� so mu� die Menge aller Funktionen mit Argumentbereich D�
und Bildbereich D� als Teilmenge aller Funktionen vom Typ �� � �� kodiert werden� Dabei
m�ussen aber alle Funktionen� die sich auf der Teilmenge D� gleich verhalten� identi�ziert
werden bzw� ein eindeutiger Vertreter mu� ausgew�ahlt werden� um die Extensionalit�at zu
gew�ahrleisten� Durch die Verwendung des Auswahloperators k�onnen diese partiellen Funk�
tionen �Funktion auf Teilmengen� zwar durch totale Funktionen auf dem ganzen Typ simuliert
werden� allerdings m�ussen die konkreten Argumentbereiche D� und D� immer explizit mit�
behandelt werden�

Der Vorteil von Petersens Methode liegt darin� da� die Konstruktion des P��Modells
vollst�andig in HOL unter Einhaltung der Methode der konservativen Theorieerweiterung
durchgef�uhrt werden kann� Insbesondere ist damit auch die Konstruktion von L�osungen
f�ur rekursive Bereichsgleichungen innerhalb von HOL m�oglich� Der gravierende Nachteil ist
allerdings� da� Bereiche und Bereichskonstruktoren nicht als Typen bzw� Typkonstruktoren
in HOL behandelt werden� Somit ist das Typsystem von HOL stark vom Konzept der Berei�
che getrennt� was die Handhabung der Theorie meiner Meinung nach umst�andlich macht� Die
Kodierung von Bereichen als Paare �D�R� und von Bereichskonstruktoren als Funktionen� die
solche Paare wieder in Paare abbilden� hat zur Folge� da� neben der eingebauten Typdisziplin
von HOL eine separate �Typdisziplin� f�ur Bereiche entsteht� Zum Beispiel mu� die Eigenschaft�
da� �D�R� eine gerichtet vollst�andige partielle Ordnung darstellt und bei Anwendung eines
Bereichskonstruktors F auf �D�R� wieder eine solche entsteht� immer explizit in Form von
Pr�adikaten ausgedr�uckt und herumgereicht werden� Es w�are w�unschenswerter� dies einmal
explizit zu beweisen und dann diese Tatsache in Form einer Typinformation zu verstecken�
wie es etwa bei Verwendung von Typklassen m�oglich ist� Je mehr logische Information in
Form eines Typs kodiert werden kann� desto mehr kann auch vom Typinferenzalgorithmus
automatisch propagiert werden�

Fairerweise mu� hier gesagt werden� da� bei Benutzung von Typklassen in HOLCF ein Teil
der Rechtfertigung f�ur die Zuordnung von Typinformation au�erhalb des syntaktischen Rah�
mens der Logik statt�ndet und sich auf semantische Argumentation st�utzt� Wie in Petersens
Ansatz werden in HOLCF explizit die Ordnungsrelationen f�ur die Bereiche auf der Termebene
de�niert und die Ordnungseigenschaften im Kalk�ul bewiesen� In einem n�achsten Schritt wird
diese Information aber auf die Typebene hochgehoben und in Form einer Klassenzuordnung
f�ur den Typ bzw� den Typkonstruktor ausgedr�uckt� Die Rechtfertigung f�ur diese Re�ektion
erfolgt durch eine externe semantische Argumentation� die die konservative Erweiterbarkeit
der Modelle zeigt�

Zudem habe ich durch meine Art der Kodierung von Bereichen die De�nierbarkeit von L�osun�
gen rekursiver Bereichsgleichungen ausgeschlossen� Der Preis daf�ur� da� Bereiche auf der
Ebene von Typen behandelt werden und somit die Handhabung des Systems verbessert wird�
ist die Tatsache� da� die Konstruktion rekursiver Typen ebenfalls auf der Typebene zu erfolgen
h�atte� etwa durch Verwendung der Inversen�Limes�Konstruktion �KK
�� Sch��� Pau���� Dies
erfordert dann aber den Einsatz von abh�angigen Typen �dependent types�� damit die bei der
Colimes�Konstruktion auftretenden Ketten von Bereichen nebst zugeh�origen Einbettungen
und Projektionen getypt werden k�onnen� Dies liegt aber jenseits der Ausdrucksm�achtigkeit
des HindleyMilner Polymorphismus mit Typklassen� In HOLCF werden daher rekursive Ty�
pen wie in LCF axiomatisiert� Die Rechtfertigung f�ur die diesbez�uglich eingesetzten Axiome
erfolgt wieder durch modell�theoretische Argumentationen �siehe Kapitel ��� die die Konser�
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vativit�at der Erweiterung zeigen� Bei der Entwicklung von HOLCF habe ich mich bewu�t
zugunsten einer besseren Benutzbarkeit gegen die M�oglichkeit einer vollst�andigen De�nier�
barkeit von L�osungen rekursiver Bereichsgleichungen entschieden�

Ein zu Petersens Arbeit relativ �ahnlicher Ansatz wird von Sten Agerholm verfolgt� Diese
Arbeit entstand parallel zu meiner Entwicklung� und wir hatten anfangs losen Kontakt per
Electronic�Mail� um die Zielsetzungen abzugleichen� Teile seiner Arbeit sind in �Age
�� be�
schrieben� der volle Umfang seiner Entwicklung wird in der gerade entstehenden These �Age
��
dargestellt werden� Wie Petersen arbeitet Agerholm mit dem originalen HOL�System von
Gordon� Auch seine Formalisierung von Bereichen erfolgt �uber Paare �D�R� aus Tr�ager�
menge und Relation und entspricht somit im wesentlichen der von Petersen� Dies bedeutet�
da� auch bei Agerholm Bereiche bzw� Bereichskonstruktoren nicht durch Typen bzw� Typkon�
struktoren ausgedr�uckt werden und da� die an Petersens Arbeit ge�ubte Kritik hier ebenfalls
greift�

Agerholm arbeitet wie ich� im Gegensatz zu Petersen� mit ��kettenvollst�andigen partiellen
Ordnungen� Desweiteren formalisiert er auch keine Theorien f�ur Topologie� Scott Topologie�
algebraische CPO�s und das P��Modell wie Petersen� Er versucht nicht� einen universellen
Bereich wie P� zu konstruieren� in dem dann rekursive Bereichsgleichungen gel�ost werden
k�onnen� sondern reichert Typen� die durch die herk�ommliche HOL�Methode de�niert werden�
nachtr�aglich mit einer partiellen Ordnung an� So wird zum Beispiel der HOL�Typ der nat�urli�
chen Zahlen zuerst mit einer diskreten Ordnung versehen und in einem zweiten Schritt per
Lifting in einen Bereich mit kleinstem Element verwandelt� Dieser �ach geordnete Bereich ist
dann nat�urlich durch die durchgef�uhrten Konstruktionen nicht mehr als Typ repr�asentiert�
sondern wie bei Petersen als Paar �D�R�� wodurch die unbequeme Handhabung entsteht�

F�ur baumartige rekursive Typen� wie etwa Listen� gibt es in HOL eine Methode der Kodie�
rung� die sich auf endliche� bebl�atterte B�aume als repr�asentierenden Typ abst�utzt� Diese Art
der Kodierung wird zum Beispiel von Paulson �Pau
�� in Isabelle�HOL verwendet� Auch f�ur
diese Typen kann Agerholm eine Anreicherung zum Bereich durchf�uhren� Wie er mir mit�
teilte� arbeitet er an einer Kodierungstechnik� die es sogar erlaubt� Typen mit unendlichen
Elementen wie Streams oder Lazy�Listen in HOL zu formalisieren und diese Typen dann
in Bereiche zu verwandeln� Hier ist aber ein erheblicher Kodierungsaufwand erforderlich�
Inwiefern seine Technik zur Formalisierung von Typen mit unendlichen Elementen der von
Paulson �Pau
�� gleicht� kann ich nicht beurteilen� da er diese Ergebnisse erst in seiner These
ver�o�entlichen wird�

Angesichts der Tatsache� da� die L�osung rekursiver Bereichsgleichungen semantisch wohl
verstanden ist� tendiere ich eher dazu� rekursive Bereiche wie in LCF durch wenige� semantisch
gerechtfertigte Axiome zu axiomatisieren� Die nach der LCF�Methode ben�otigten Axiome
zur Axiomatisierung eines rekursiven Typs sind meiner Meinung nach �ubersichtlicher und
notationell einfacher zu handhaben als die puristischere Kodierung in HOL� wie sie etwa von
Paulson verwendet wird� Zudem kann man zeigen �siehe Kapitel ��� da� auch bei Verwendung
der LCF�Methode die Kriterien f�ur eine konservative Theorieerweiterung erf�ullt sind� und
somit bleibt man im Rahmen der Methode der konservativen Theorieerweiterung von HOL�

Die dritte Arbeit in diesem Themenkreis wird derzeit von Bernhard Reus an der Ludwig�
Maximilian Universit�at M�unchen durchgef�uhrt� Die theoretischen Grundlagen seiner Arbeit
sind in �RS
�� dargestellt� mit der praktischen Implementierung hat Bernhard Reus jedoch erst
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vor kurzem begonnen� Er benutzt im Gegensatz zu Petersen� Agerholm und mir nicht HOL
als Plattform� sondern eine konstruktive Typtheorie� Der von ihm verfolgte Ansatz f�allt in den
Bereich der synthetischen Bereichstheorie �synthetic domain theory� �Pho
	� Hyl
�� Tay
���
die nur in intuitionistischer Logik konsistent ist� Er verwendet das LEGO�System �LPT�
�
f�ur seine Kodierung der synthetischen Bereichstheorie� Die reichhaltige Typsprache von Luos
ECC �extended calculus of constructions� �Luo�
� Luo
��� welcher die Grundlage des LEGO�
Systems ist� erlaubt die Konstruktion von Bereichen als Typen� die zus�atzlich zur Tr�agermenge
des Bereichs auch die Ordnungsrelation mitsamt den geforderten Ordnungseigenschaften fest�
legen� Das Besondere an der synthetischen Bereichstheorie ist� da� Bereiche nicht als Paare
von Tr�ager und Ordnungsrelation kodiert werden� sondern die Ordnung schon durch die Kon�
struktion des Tr�agers �hier des Typs�� festgelegt ist� Die Ordnung ist dabei �uber ein Be�
obachtungsprinzip �ahnlich dem der Leibnitz�Gleichheit gegeben� Zudem kann im Gegensatz
zu HOL die Inverse�Limes�Konstruktion zur L�osung rekursiver Bereichsgleichungen in LEGO
vollst�andig auf der Typebene formalisiert werden� In diesem Punkt bietet die Verwendung
der konstruktiven Typtheorie gegen�uber HOL also deutliche Vorteile�

Verglichen mit meinem Ansatz ist die Formalisierung von Bernhard Reus wesentlich konstruk�
tiver� denn er kommt bis auf einige grundlegende Axiome und die Vorgabe eines speziellen
impr�adikativen Typuniversums� das die Grundlage f�ur die Entwicklung seiner synthetischen
Bereichstheorie darstellt� ohne externe semantische Argumentation aus� Der Preis f�ur die Ver�
wendung der konstruktiven Typtheorie liegt allerdings darin� da� die f�ur die Benutzbarkeit
des Systems so wertvolle Typinferenz f�ur den ECC nicht mehr m�oglich ist� Terme m�ussen in
LEGO immer voll getypt werden� und die f�ur die konstruktive Typtheorie charakteristischen
Beweise f�ur Typurteile �typing judgements� m�ussen vom Benutzer jeweils explizit erbracht
werden� Desweiteren bietet LEGO im Gegensatz zu HOL bzw� Isabelle keine Unterst�utzung
durch einen Theorembeweiser� und somit m�ussen alle Beweise bis ins kleinste Detail manuell
durchgef�uhrt werden�

��	 Aufbau der Arbeit

In diesem Abschnitt m�ochte ich den Aufbau der Arbeit skizzieren� Das Kapitel � beschreibt
HOLC� eine Variante der Logik h�oherer Stufe HOL� die das zus�atzliche Konzept der Typklas�
sen anbietet� In Abschnitt ��� werde ich kurz auf die Historie von HOL eingehen� Abschnitt
��� motiviert die Erweiterung von HOL um Typklassen und enth�alt eine informelle Semantik
der Typklassen� Danach folgen die Abschnitte ���� ��� und ���� in denen Syntax� Semantik
und das Deduktionssystem von HOLC formalisiert werden� Der letzte Abschnitt ��� dieses
Kapitels handelt von der Anpassung der Methode der konservativen Erweiterung an die Logik
HOLC�

Kapitel � besch�aftigt sich mit der Formalisierung dieser Version von HOL in Isabelle� wie sie
von Tobias Nipkow durchgef�uhrt wurde �Pau
��� Das Kapitel dient im wesentlichen dazu� die
Isabelle�Notation einzuf�uhren� da ich diese dann in den sp�ateren Kapiteln verwenden werde�

Kapitel � stellt den Hauptteil meiner Arbeit dar� Hier werde ich die Entwicklung der Lo�
gik HOLCF mit allen abgeleiteten Theoremen darstellen und die interessanten Beweise im
einzelnen durchgehen� Nat�urlich kann und will ich nicht alle Beweise pr�asentieren� denn die
Darstellung der �uber �		� in Isabelle maschinell bewiesenen� Theoreme w�urde bei weitem



� Einf�uhrung

den Rahmen dieser Arbeit sprengen und erscheint mir auch nicht sonderlich sinnvoll� Zudem
ist die HOLCF�Logik bereits in der aktuellen Isabelle�Distribution enthalten� wodurch die
M�oglichkeit besteht� die Beweise aller Theoreme mit dem Isabelle�System nachzuvollziehen�
Es folgt nun eine Beschreibung der einzelnen Theorien� wie sie in Kapitel � dargestellt sind�

Im Abschnitt ��� werden zun�achst ein Minimierungsoperator f�ur die nat�urlichen Zahlen ein�
gef�uhrt sowie einige n�utzliche pr�adikatenlogische Theoreme bewiesen� Danach entwickle ich
in Abschnitt ��� eine Theorie f�ur den trivialen Typ void� der nur ein Element in der Tr�ager�
menge enth�alt� Auf diesem Typ de�niere ich dann die o�ensichtliche Ordnung und weise die
Eigenschaften einer partiellen und sp�ater einer kettenvollst�andigen partiellen Ordnung mit
kleinstem Element nach� Der Typ void dient als Rechtfertigung f�ur die Typklassen der parti�
ellen Ordnungen po und der ��kettenvollst�andigen partiellen Ordnungen pcpo mit kleinstem
Element� die in den darau�olgenden Abschnitten ��� und ��� eingef�uhrt werden� Im Abschnitt
��� wird f�ur Funktionen auf Bereichstypen �Typen in Klasse pcpo� eine Ordnungsrelation de�
�niert� und die Ordnungseigenschaften werden nachgewiesen� Dies rechtfertigt dann auch
die zus�atzliche Zuordnung von Klasseninformation f�ur den Typkonstruktor � � die besagt�
da� � Bereichstypen wieder in Bereichstypen abbildet� Der Abschnitt ��� bringt De�nitio�
nen f�ur monotone und stetige Funktionen auf Bereichstypen� Im Abschnitt ��� werden diese
Ergebnisse �uber stetige Funktionen ausgenutzt� um den Typkonstruktor � der Operatio�
nen sowie eine Ordnung auf Operationen zu de�nieren und die Ordnungseigenschaften daf�ur
abzuleiten� Zudem werden wieder zus�atzliche Zuordnungen von Klasseninformation f�ur den
Typkonstruktor � vorgenommen� die ausdr�ucken� da� der Typ der Operation �uber Bereichs�
typen ebenfalls in der Klasse pcpo der Bereiche liegt� Weiterhin werden hier die Theoreme zur
Propagierung der Stetigkeit von Termen abgeleitet� Das gleiche Programm wird im Abschnitt
��� f�ur das strikte Produkt� in ��
 f�ur das kartesische Produkt� in ���	 f�ur die strikte Summe
und in ���� f�ur den gelifteten Bereich durchgef�uhrt� In Abschnitt ���� wird dann die Fixpunkt�
theorie f�ur LCF formalisiert� Speziell werden hier der Fixpunktoperator auf Operationen �x
und das Zul�assigkeitspr�adikat adm de�niert und deren wesentlichen Eigenschaften abgeleitet�
Dazu z�ahlen die Fixpunktinduktion und die Propagierung der Zul�assigkeit� In Abschnitt ����
werden dann noch eine Komposition f�ur Operationen und eine Identit�atsoperation eingef�uhrt�
was die sp�atere Axiomatisierung rekursiver Bereichstypen notationell vereinfacht�

Kapitel � besch�aftigt sich mit Ergebnissen aus der Kategorientheorie �KK
�� Fre
	� �uber die
Axiomatisierung initialer L�osungen f�ur rekursive Bereichsgleichungen� Mit Hilfe dieser Ergeb�
nisse wird die Verwendung gewisser Axiome gerechtfertigt� die zur Axiomatisierung rekursiver
Bereiche in HOLCF ben�otigt werden� Hierbei handelt es sich um eine der oben erw�ahnten
externen modelltheoretischen Argumentationen� um die Konservativit�at einer Theorieerweite�
rung zu garantieren� Die verwendeten Axiome entsprechen zwar denjenigen� die auch in LCF
verwendet werden �Mon��� Pau��� Pau���� die wesentlich komplexere Logik von HOLCF
macht jedoch eine neuerliche Rechtfertigung notwendig�

Kapitel � beschreibt dann die Anwendung der Ergebnisse aus Kapitel � in HOLCF� Zuerst
werden in Abschnitt ��� der Typ one mit nur einem de�nierten Element und dann in Abschnitt
��� der Typ tr der programmiersprachlichen Wahrheitswerte mit den zugeh�origen Operationen
eingef�uhrt� Dann werde ich die Axiomatisierung der Datentypen f�ur nat�urliche Zahlen ����
Str�ome ��� und strikte Listen ��� beschreiben� sowie die Ableitung der bereits erw�ahnten
Induktions� und Co�Induktionsprinzipien vorstellen�

In Kapitel � werde ich meine Arbeit mit einem Ausblick auf zuk�unftige Arbeiten beenden�



Kapitel �

HOLC� Eine Logik h�oherer Stufe

mit Typklassen

Dieses Kapitel beschreibt HOLC� eine Variante der Logik h�oherer Stufe HOL� die das zus�atz�
liche Konzept der Typklassen anbietet� In Abschnitt ��� werde ich kurz auf die Historie von
HOL eingehen� Abschnitt ��� motiviert die Erweiterung von HOL um Typklassen und enth�alt
eine informelle Semantik der Typklassen� Danach folgen die Abschnitte ���� ��� und ���� in de�
nen Syntax� Semantik und das Deduktionssystem von HOLC formalisiert werden� Der letzte
Abschnitt dieses Kapitels ��� handelt von der Anpassung der Methode der konservativen
Theorieerweiterung an die Logik HOLC�

��� Zur Geschichte von HOL

Pr�adikatenlogiken werden im allgemeinen dadurch klassi�ziert� da� man ihnen eine Stufe �or�
der� zuordnet� Am bekanntesten ist die Pr�adikatenlogik erster Stufe ��rst�order logic�� die nur
die Quanti�zierung �uber Individuenvariablen zul�a�t� F�uhrt man zus�atzlich zu den Individu�
envariablen auch Variablen f�ur Pr�adikate �uber Individuen ein und erlaubt die Quanti�zierung

�uber diese Pr�adikatsvariablen� so erh�alt man Pr�adikatenlogik zweiter Stufe �second�order lo�
gic�� Die Einf�uhrung von Variablen f�ur Pr�adikate �uber Pr�adikaten f�uhrt zur Logik dritter
Stufe� Durch endliche Iteration dieses Prozesses lassen sich Logiken der n�ten Stufe erzeu�
gen� Einer Logik� die genau alle Pr�adikatenlogiken n�ter Stufe f�ur endliches n als Teilsysteme
enth�alt� ordnet man die Stufe � zu ���order logic�� Eine Iteration �uber � hinaus f�uhrt zu
Logiken mit trans�niter Stufe� Stellt die Logik neben Variablen auch Konstanten bereit� so
wird die obige Einteilung etwas komplizierter� In einer Logik n�ter Stufe sind Pr�adikatenkon�
stanten bis zur Stufe n und Pr�adikatenvariablen bis zur Stufe n 
 � nebst Quanti�zierung

�uber letztere zugelassen� Eine formale De�nition dieser Begri�e �ndet sich zum Beispiel in
�And��� oder �VEB����

In der Literatur� etwa �Tak��� oder �And���� wird statt des Begri�s Pr�adikatenlogik der n�ten
Stufe auch oft der Begri� Theorie vom Typus n verwendet� Allgemein spricht man dann
auch von Typentheorie �type theory� was allerdings nicht mit konstruktiver Typtheorie �con�
structive type theory� verwechselt werden darf� In der englischen Literatur �ndet man statt
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der Bezeichnung ��order logic auch die Synonyme �nite type theory� simple type theory oder
higher�order logic� In der deutschen Literatur �VEB��� �nden sich endliche Typentheory� volle
Stufenlogik und Logik h�oherer Stufe�

Eine Version der endlichen Typentheorie� die auf der ��Abstraktion als einzigem Bindungs�
operator aufbaut� wurde zuerst von Alonzo Church unter dem Namen simple theory of types
in �Chu�	� eingef�uhrt� deren Vollst�andigkeit wurde von Henkin �Hen�	� gezeigt� In dieser
Logik wird die Gleichheit �uber Quantoren und primitive Junktoren de�niert� Eine andere
Variante der Logik h�oherer Stufe erh�alt man� wenn man die Gleichheit als grundlegendes
Konzept verwendet und die Quantoren und Junktoren dann �uber die Gleichheit de�niert�
Diese Variante wurde von Henkin �Hen��� eingef�uhrt und von Andrews �And��� vereinfacht�
Eine ausf�uhrliche Beschreibung dieser Logik sowie eine umfassende Darstellung der Historie
der endlichen Typentheorie� aus der ich auch die obige Zusammenfassung extrahiert habe�
�ndet sich in �And����

Aufbauend auf diesen theoretischen Untersuchungen wurden in den �	�er Jahren die ersten
Implementierungen f�ur die Logik h�oherer Stufe entwickelt� Neben dem TPS�Theorembeweiser
�AML���� m�ochte ich hier vor allem das HOL�System von Gordon �Gor��� erw�ahnen�

Die HOL�Logik unterscheidet sich von Churchs und Andrews Logik dadurch� da� sie zus�atz�
lich Variablen f�ur Typen zul�a�t �HindleyMilner Polymorphismus� und statt des 	�Deskriptors
den Hilbertschen 
�Deskriptor verwendet� um das Auswahlaxiom �axiom of choice� zu forma�
lisieren� Wie in �And��� ist auch in Gordons Logik die Gleichheit ein primitives Konzept� Das
HOL�System wird ausf�uhrlich in den Manualen �Cam�
� GM
�� beschrieben� Die HOL�Logik
wird neben �Gor��� ebenfalls in �Cam�
� GM
�� dargestellt�

Auf der Grundlage von Gordons HOL wurde �

� im generischen Theorembeweiser Isabelle
von Tobias Nipkow �Pau
�� eine Variante von HOL entwickelt� die neben dem HindleyMilner
Polymorphismus das zus�atzliche Konzept der Typklassen zur Verf�ugung stellt� Eine theore�
tische Untersuchung zu dieser Version von HOL gibt es leider bisher nicht� Diesem Mangel
versuche ich im folgenden Abhilfe zu scha�en�

��� Eine informelle Semantik f�ur Typklassen in HOLC

In diesem Abschnitt m�ochte ich eine informelle Erkl�arung f�ur das Konzept des HindleyMilner
Polymorphismus mit Typklassen in HOLC angeben� Zum einen soll damit die sehr technische
Pr�asentation von Syntax� Semantik� Deduktionssystem und konservativer Theorieerweiterung
in den Abschnitten ��� bis ��� vorbereitet werden� zum anderen m�ochte ich auch die M�oglich�
keit bieten� beim ersten Lesen der Arbeit diese technischen Abschnitte auszulassen und gleich
mit Kapitel � weiterzumachen�

����� Hindley�Milner Polymorphismus

Gordons HOL�Logik ist� wie bereits erw�ahnt� eine Logik mit HindleyMilner Polymorphis�
mus� d�h� es gibt in der Syntax Variablen f�ur Typen �Typvariablen� und polymorphe Kon�
stanten� die evtl� einen funktionalen Typ haben� Typvariablen werden �ublicherweise mit
kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet und wurden von mir im Text schon mehrfach
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verwendet� etwa in �� �� Ein Beispiel f�ur eine polymorphe Konstante ist die Konstante
� f�ur die Identit�atsfunktion vom Typ �� �� bool� Das besondere Merkmal des Hind�
leyMilner Polymorphismus ist das Fehlen eines Bindungsmechanismus f�ur Typvariablen in
Typtermen� Somit gibt es in Typtermen nur freie Vorkommen von Typvariablen� Hinsichtlich
der syntaktischen Behandlung polymorpher Konstanten gibt es in den Systemen mit Hind�
leyMilner Polymorphismus kleine Unterschiede� In HOL �GM
�� beispielsweise werden die
Typen polymorpher Konstanten� etwa bei � der Ausdruck �� �� bool� nur als Typsche�
mata aufgefa�t� in denen die Typvariablen beliebig durch Typterme� ersetzt werden k�onnen�
um einen echten Typ� eine sogenannte Instanz des Typschemas� zu erhalten� Hier gibt es auch
auf der Termebene keine M�oglichkeit� Typvariablen zu binden� In der formalen Syntax f�ur
ML�artige Sprachen �Mit
	� hingegen gibt es einen Bindungsmechanismus zur Bindung von
Typvariablen in den Typen polymorpher Konstanten und bei der Verwendung des let Kon�
strukts� Der Identit�at w�urde etwa der Typ ����� �� bool zugeordnet� Diese syntaktisch
deutlichere Auszeichnung des Schemacharakters erlaubt die Behandlung des sogenanntenML�
Polymorphismus �auch let�Polymorphismus�� der eine etwas st�arkere Art des Polymorphismus
darstellt �Mit
	�� F�ur HOL jedoch gen�ugt die einfachere Behandlung der Typen polymorpher
Konstanten als Typschemata� da es hier kein let Konstrukt gibt�

Die Typen von HOL werden als Mengen in einem Universum U interpretiert� einem sogenann�
ten type frame �And���� Vom Mengenuniversum U werden spezielle Abschlu�eigenschaften
gefordert� wie etwa die Abgeschlossenheit gegen�uber nichtleeren Teilmengen� kartesischem
Produkt und Potenzmengenbildung� Damit die G�ultigkeit des Auswahlaxioms gesichert ist�
darf U nur nichtleere Mengen enthalten und es gibt zus�atzlich eine Auswahlfunktion auf U �
Die Forderung nach mindestens einer unendlichen Menge in U ist die Basis f�ur das Axiom
der Unendlichkeit �axiom of in�nity�� welches die Grundlage f�ur die sp�atere Formalisierung
der nat�urlichen Zahlen in HOL ist� Weiterhin werden an die Mengen in U keinerlei struk�
turelle Anforderungen gestellt� d�h� die Elemente in U sind einfach nur Mengen� Die gerade
skizzierten Abschlu�eigenschaften werden in �Cam�
� Kapitel �	� und �GM
�� Kapitel ��� ge�
nauer formuliert� Sie entsprechen im wesentlichen den von mir im Abschnitt ��� geforderten
Eigenschaften�

Die Semantik von Typtermen und von polymorphen Konstanten ergibt sich nun wie folgt�
Typkonstruktoren� wie etwa der Konstruktor � f�ur den vollen Funktionenraum� werden
als totale Abbildungen auf U interpretiert� F�ur das Beispiel des Konstruktors � ist die
Interpretation eine Abbildung von U �U nach U � Interpretiert man � als den Konstruktor
f�ur alle totalen Funktionen� so spricht man in diesem Zusammenhang auch von full type
frames oder Henkin Standardmodellen �And��� Mit
	�� Typkonstanten� wie etwa bool� werden
als nullstellige Typkonstruktoren aufgefa�t� Typterme� in denen ja Typvariablen vorkommen
d�urfen� k�onnen interpretiert werden� indem man eine Belegung der Typvariablen mit Mengen
aus dem Universum U benutzt� Auf diese Weise setzt man den Begri� des Environment
Modells �Mit
	� konsequent auf Systeme mit polymorphen Termen fort� Man kann aber auch
wie in �GM
�� Typterme als Funktionen in ihren freien Typvariablen auf U interpretieren und
erh�alt somit eine notationelle Variante�

Die Semantik einer polymorphen Konstanten� der also als Typ ein Typschema zugeordnet
wird� etwa � mit Typschema �� �� bool� ist durch eine ganze Familie von Interpreta�
tionen gegeben� Wird das Schema zum Beispiel mit dem Typterm � instantiiert� so erh�alt

�die Typterme d�urfen ihrerseits wieder Typvariablen enthalten�
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man den konkreten wohlgeformten Term � �� � � � bool� Wenn f�ur eine beliebige Be�
legung von Typvariablen die Semantik des Typterms � die Menge M� � U ist und die
Semantik von � � � � bool unter derselben Belegung M� � U � dann ist die Semantik des
Terms � �� � � � bool unter dieser Belegung gerade dasjenige Element der Familie� wel�
ches mit der Menge M� indiziert ist und welches in der Menge M� liegt � Mathematisch l�a�t
sich dieser komplexe Zusammenhang �uber die Verwendung eines allgemeinen mehrstelligen�

kartesischen Produkts �generalized cartesian product� ��product� ausdr�ucken� Barendregt
�Bar
�� spricht hierbei von Type dependent Objects � da zur Indizierung Typen verwendet
werden und Objekte in Typen das Ergebnis sind� Die Einschr�ankung auf Type dependent
Objects� wobei Typschemata selbst nicht als Typen aufgefa�t werden und somit auch nicht zur
Indizierung zugelassen sind �predicative polymorphism�� ist ein charakteristisches Merkmal
des HindleyMilner Polymorphismus� In Systemen mit st�arkerem Polymorphismus werden
auch andere Index� bzw� Zielmengen zugelassen� Dies wird dann nat�urlich auch syntaktisch
durch entsprechende Bindungsmechanismen re�ektiert� Eine Einf�uhrung in diese Modellvor�
stellung f�ur den HindleyMilner Polymorphismus �ndet sich in �Sok�
�� Dort wird auch der
Begri� shallow polymorphism als Synonym f�ur HindleyMilner Polymorphismus verwendet�

Ein wichtiger Umstand� der sich auch auf die noch zu beschreibende Semantik von Typklassen
auswirkt� ist die Tatsache� da� es im Mengenuniversum U wesentlich mehr Mengen gibt� als

�uber die Interpretation von Typtermen erreicht werden k�onnen� U ist somit nicht termerzeugt
bzgl� Typtermen� Dies sieht man sofort ein� wenn man die geforderten Abschlu�eigenschaften
f�ur das Universum U betrachtet� Da es zum Beispiel kein syntaktisches Konstrukt zur Bil�
dung von Subtypen gibt� der Abschlu� von U aber bez�uglich dieser semantischen Konstruktion
gefordert wird� kann U nicht termerzeugt sein� Der Grund f�ur diese starken Abschlu�forde�
rungen liegt zum Teil in der Erkl�arung f�ur die Methode der konservativen Erweiterung von
Modellen� Hierbei wird aus einem beliebigen Modell f�ur die alte Theorie ein Modell f�ur die
neue Theorie konstruiert� so da� die Restriktion des neuen Modells bzgl� der Signatur der
alten Theorie gerade das alte Modell ergibt� Bei der Einf�uhrung eines neuen Typs bzw� ei�
nes Typkonstruktors mu� ein Modell konstruiert werden� das eine zus�atzliche Interpretation
f�ur den neuen Typ�konstruktor� aufbauend auf einem Modell f�ur die alte Theorie enth�alt��
Damit die Abgeschlossenheit bzgl� der bereits im alten Modell interpretierten Typkonstruk�
toren erhalten bleibt� ist dies im allgemeinen aber nur m�oglich� wenn schon das Modell f�ur
die alte Theorie reichhaltig genug ist� um den neuen Konstruktor zu interpretieren� Bei der
konservativen Theorieerweiterung um neue Typen werden stets nichtleere Teilmengen eines
schon interpretierten Typs herangezogen� und daher mu� das Modell der alten Theorie schon
alle potentiellen Teilmengen enthalten� Daraus erkl�art sich die Forderung nach der Abge�
schlossenheit bzgl� nichtleerer Teilmengen� �Ahnliche �Uberlegungen in Bezug auf konservative
Theorieerweiterung f�uhren dazu� da� es bei der De�nition f�ur die Semantik polymorpher
Funktionen vern�unftiger ist� nicht mit einer syntaktischen Indizierung durch Typterme zu
arbeiten� sondern die Mengen in U als Indizes zu verwenden�

Nach dieser Skizzierung des HindleyMilner Polymorphismus werde ich jetzt schrittweise die
Idee f�ur eine Erweiterung dieses Konzepts um Typklassen pr�asentieren� Hierbei werde ich
mein konkretes Ziel der Integration von LCF in HOL als Leitfaden benutzen und vorwie�
gend semantische Argumente f�ur die Verwendung von Typklassen ins Feld f�uhren� Es sei

�f�ur jede frei vorkommende Typvariable eine Stelle�
�siehe �GM��� Kapitel ��� und Abschnitt ����
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jedoch darauf hingewiesen� da� das Konzept der Typklassen unabh�angig von diesen semanti�
schen �Uberlegungen aus rein syntaktischen Gr�unden von Tobias Nipkow in Isabelle eingebaut
wurde �Nip
��� lange bevor ich mit der hier vorliegenden Arbeit begonnen habe� Diese hier
dargestellte informelle Beschreibung und auch die formale Behandlung in den Abschnitten
��� bis ��� erfolgte nachtr�aglich und stellt meine pers�onliche Au�assung vom Konzept der
Polymorphie mit Typklassen dar�

Nachdem die Semantik f�ur Typen� Typkonstruktoren� Typvariablen und polymorphe Kon�
stanten in HOL skizziert ist� k�onnen wir uns nun den entsprechenden Konzepten in der Logik
LCF zuwenden� Die Erkl�arung der Polymorphie erfolgt hier genauso wie in HOL� nur da�
sich die LCF�Semantik von Typen von der entsprechenden HOL�Semantik wesentlich unter�
scheidet� In LCF werden Typen nicht nur als Mengen interpretiert sondern als Bereiche� d�h�
Mengen mit ��cpo Struktur und einem bzgl� der Ordnung kleinsten Element� Hierf�ur ben�otigt
man ein Universum BU von Bereichen� welches bzgl� diverser Bereichskonstruktionen abge�
schlossen sein mu�� etwa der Bildung des strikten Produkts oder des Bereichs der stetigen
Funktionen �uber Bereichen� Die Belegung von Typvariablen erfolgt mit Bereichen aus diesem
Universum� Neben anderen polymorphen Konstanten gibt es in LCF die speziellen Konstan�
ten � und v � Wenn der Typ � unter einer bestimmten Belegung den Bereich B� � BU
als Interpretation hat� so wird die Instanz von � f�ur diesen Typ � als das kleinste Element
in B� interpretiert� Entsprechend ist die Interpretation f�ur die � �Instanz von v gerade die
Ordnungsrelation auf dem Bereich B��

����� Hindley�Milner Polymorphismus mit Typklassen

Will man nun HOL und LCF zusammenbringen und den Polymorphismus beider Logiken bei�
behalten� d�h� sowohl Typkonstruktoren und Typvariablen f�ur HOL�Mengentypen als auch
Typkonstruktoren und Typvariablen f�ur LCF�Bereichstypen anbieten� so mu� man syntak�
tisch und semantisch eine Unterscheidung dieser beiden Welten vorsehen�

Eine syntaktische Trennung erreicht man� indem man zwei Arten �Klassen� von Typen
einf�uhrt� Die Klasse f�ur die HOL�Mengentypen nenne ich top� und die Klasse f�ur die
LCF�Bereichstypen nenne ich pcpo� Typvariablen f�ur Mengentypen �Typen in Klasse top�
bekommen den Index top� etwa �top� und Typvariablen f�ur Bereichstypen bekommen den
Index pcpo� etwa �pcpo� Bei Typkonstruktoren kennzeichnet man� auf welcher Klasse sie
operieren� d�h� man ordnet ihnen eine sogenannte Arit�at �arity� zu� Die Arit�at besagt� aus
welcher Klasse die Argumente des Konstruktors kommen und in welcher Klasse das Ergebnis
der Konstruktion liegt� Zum Beispiel erh�alt der Konstruktor � f�ur den vollen Funktions�
raum die Arit�at � � �top� top�top � der Konstruktor � f�ur den Typ der stetigen Funktionen
aber dagegen die Arit�at� � � �pcpo� pcpo�pcpo� Typkonstanten sind der Spezialfall eines
Typkonstruktors� So bekommt zum Beispiel der zweielementige� HOL�Typ bool die Arit�at
bool � top� wogegen der LCF�Typ der programmiersprachlichen Wahrheitswerte tr die Arit�at
tr �pcpo erh�alt� Eine Semantik f�ur die beiden Klassen top und pcpo erh�alt man� indem man

�die Bezeichnung top ist an dieser Stelle noch unmotiviert� wird sich aber sp�ater kl�aren�
�eigentlich ist � � �top� toptop die Arit�atsvereinbarung� die dem Typkonstruktor � die Arit�at

�top� toptop zuordnet� Ich werde im folgenden jedoch nicht so genau zwischen Arit�at und Arit�atsverein�
barung unterscheiden�

�die Interpretation des Typs ist eine zweielementige Menge�
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die Klasse top durch das HOL�Mengenuniversum U interpretiert und die Klasse pcpo durch
das LCF�Universum von Bereichen BU �

Diese gerade skizzierten syntaktischen und semantischen Erweiterungen gen�ugen jedoch noch
nicht� um HOL und LCF innerhalb eines logischen Rahmens zu behandeln� Versuchen wir
etwa� der polymorphen Konstanten v ein Typschema zuzuordnen� so kommt daf�ur nur das
Schema �pcpo � �pcpo � bool in Frage� Auf der einen Seite soll die Konstante v gem�a�
LCF�Semantik f�ur jede Instanz als die Ordnungsrelation auf dem entsprechenden Bereich
interpretiert werden� daher die Typvariable �pcpo� Auf der anderen Seite bekommt eine bin�are
Relation in HOL den Typ �top � �top � bool� denn nur durch Verwendung des Konstruktors
� f�ur den vollen Funktionsraum und der Typkonstanten bool kann ausgedr�uckt werden� da�
es sich um ein zweistelliges Pr�adikat handeln soll� Das Typschema �pcpo � �pcpo � bool
l�a�t sich aber bei Beachtung der Arit�at � � �top� top�top nicht bilden� Vielmehr w�urde f�ur
die Bildung des Teilterms �pcpo � bool und darauf aufbauend in einem zweiten Schritt f�ur
�pcpo � �pcpo � bool die Arit�at � � �pcpo� top�top ben�otigt�

Als L�osung f�ur dieses technische Problem kann man die Zuordnung mehrerer Arit�aten
f�ur einen Typkonstruktor erlauben� hier � � �top� top�top und � � �pcpo� top�top� oder
man geht gleich dar�uber hinaus und f�uhrt eine Ordnungsbeziehung �Subklassenbeziehung�
zwischen Typklassen ein� �ahnlich dem Subtypkonzept aus der ordnungssortierten Algebra
�Gog��� Gog��� Qia
	� Han
��� Dort d�urfen auf einem bestimmten Typ de�nierte Funktionen
auch auf Argumente eines jeden Subtyps angewendet werden� Wenn wir diese Idee �ubertra�
gen� so bietet es sich an� die Klasse pcpo als Teilklasse von top zu vereinbaren �pcpo � top��
Dann ist die Bildung des Typterms �pcpo � �pcpo � bool mit der Arit�at � � �top� top�top
aufgrund der ordnungssortierten Interpretation sehr wohl m�oglich� Die zus�atzliche Arit�at
� � �pcpo� top�top er�ubrigt sich dann�

Dieser Weg wurde von Tobias Nipkow bei der Erweiterung des Isabelle�Typsystems einge�
schlagen� Urspr�unglich wurde dieses st�arkere Typkonzept von ihm eingebaut� um ein feineres
Instrument zur Formalisierung von Objektlogiken bereitzustellen� Tobias Nipkow gibt hierzu
in �Nip
�� einige Beispiele� Da aber das Typsystem der Isabelle�Metalogik auch in den Ob�
jektlogiken zur Verf�ugung steht� ist mit Nipkows Formalisierung von HOL in Isabelle eine
Version von HOL mit Typklassen entstanden� Trotz dieses st�arkeren Typkonzepts� das die
bereits erw�ahnte Anwendung von Typkonstruktoren auf Typen in Teilklassen und zus�atzlich
die �Uberladung von Typkonstruktoren mit mehreren Arit�aten erlaubt� bleibt die wichtige
Eigenschaft der automatischen Typinferenz erhalten �Nip
�� NP
���

Nach Beseitigung der syntaktischen Schwierigkeiten durch Einf�uhrung der Polymorphie mit
ordnungssortierten Typklassen ist jetzt noch eine Erkl�arung f�ur die Semantik der Teilklas�
senbeziehung notwendig� Diese m�ochte ich anhand des Beispiels der beiden Klassen top und
pcpo und ihrer Teilklassenbeziehung pcpo � top geben� Betrachten wir dazu die Abbildung
����

Jede Klasse wird durch ein eigenes Universum interpretiert� Welche mathematischen Struk�
turen die Elemente der einzelnen Universen sind� h�angt von der jeweiligen Klasse ab� Im Fall
der Klasse top ist die Interpretation das oben vorgestellte Universum U von Mengen� In Ab�
bildung ��� wird es durch die rechte Blase dargestellt� Die Klasse pcpo hat als Interpretation
ein Universum von Bereichen� was durch die linke Blase in Abbildung ��� repr�asentiert wird�
Die beiden Universen sind aber nicht v�ollig unabh�angig voneinander� sondern sind �uber eine
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Abbildung fgt miteinander gekoppelt� so da� eine Reihe von Bedingungen erf�ullt ist� Einige
dieser Bedingungen seien im folgenden informell beschrieben�

fgt�tr�� fgt �tr�� bool

v ��pcpo � �pcpo � bool

� ��pcpo

v tr � fgt �tr�� fgt�tr�� bool

�tr � fgt�tr�

pcpo top

bool

fgt pcpo�top

charakteristische Konstanten der Klasse pcpo�

Interpretationen der Instanzen f�ur Typ tr �

tr � �cartr� v tr��tr�

fgt�tr� � �cartr�

Abbildung ���� Teilklassenbeziehung zwischen pcpo und top

Im linken Universum f�ur die Klasse pcpo d�urfen nur Bereiche enthalten sein� also Mengen mit
��cpo Struktur und kleinstem Element� Mathematisch lassen sich solche Bereiche zum Bei�
spiel durch Tripel X � �carX � v X ��X� modellieren� wobei carX die Tr�agermenge darstellt�
v X die Ordnungsrelation und �X das kleinste Element in carX bzgl� v X �

Charakteristisch f�ur Elemente im Universum f�ur die Typklasse pcpo ist das zus�atzliche Vor�
handensein der Interpretationen v X und �X f�ur die syntaktischen� in �pcpo polymorphen�
Konstanten v und �� Diese Konstanten werden die charakteristischen Konstanten der
Klasse pcpo genannt� �Uber das pure Vorhandensein hinaus m�ussen diese Interpretationen
nat�urlich auch die intendierten Eigenschaften erf�ullen� v X mu� eine ��kettenvollst�andige
Ordnungsrelation auf carX sein� und �X mu� wirklich das kleinste Element bzgl� dieser Ord�
nung sein� Diese Eigenschaften k�onnen durch Axiome �uber den polymorphen Konstanten v
und � formuliert werden� Diese Axiome werden die charakteristischen Axiome der Klasse pcpo
genannt�� In Abschnitt ��� werden wir sehen� wie charakteristische Konstanten und Axiome

�hier im Beispiel erw�ahne ich nur die beiden Klassen pcpo und top� Im Kapitel 
 werde ich eine reichhaltigere
Klassenhierarchie verwenden und eine zus�atzliche Klasse po der partiellen Ordnungen einf�uhren�
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f�ur eine Klasse als solche in HOLC�Theorien gekennzeichnet werden� �Uber die spezielle
Interpretation dieser charakteristischen Konstanten werde ich gleich noch mehr sagen�

Weiterhin kann man aus jedem Element im linken Universum ein Element im rechten Uni�
versum gewinnen� indem man einfach die zus�atzliche Bereichsstruktur� d�h� v X und �X �
vergi�t� Dieses Vergessen der Struktur f�ur jeden beliebigen Bereich in pcpo wird mathematisch

�uber die totale Abbildung fgt �forget� von pcpo nach top bewerkstelligt� Die Teilklassenbe�
ziehung pcpo � top wird also durch das Vorhandensein der Vergi��Abbildung fgtpcpo�top mit
den gerade erw�ahnten Eigenschaften interpretiert�

Allgemein wird die Teilklassenbeziehung k� � k� zwischen zwei Typklassen interpretiert� in�
dem man eine Vergi��Abbildung fgtk��k� zwischen den beiden Universen f�ur k� und k� de�niert�
die gerade die bzgl� k� zus�atzliche charakteristische Struktur der Elemente in k� vergi�t und
so ein Element im Universum f�ur k� erzeugt� Die Abbildung fgtk��k� mu� immer total sein� ist
im allgemeinen aber weder injektiv noch surjektiv� Im Beispiel aus Bild ��� wird fgtpcpo�top
wohl nicht injektiv sein� da es viele M�oglichkeiten gibt� eine Menge mit einer Bereichsstruk�
tur zu versehen� Vergi��Abbildungen fgtk��k� � die nicht surjektiv sind� treten immer dann auf�
wenn in k� Elemente enthalten sind� die nicht geeignet zu Elementen in k� erweitert werden
k�onnen� so da� die charakteristischen Eigenschaften der Klasse k� gelten� Man betrachte
etwa die Klasse �n der endlichen Typen mit �n � top � Hier gibt es zwar keine charakte�
ristischen Konstanten� aber die charakteristische Eigenschaft� eine endliche Tr�agermenge zu
haben� schlie�t alle Typen mit unendlicher Tr�agermenge aus top als potentielle Elemente in
�n aus�

Im Bild ��� wird die Abbildung fgtpcpo�top am Beispiel des Elements tr gezeigt�� Durch
Anwendung von fgt auf tr entsteht nach Vergessen der zus�atzlichen Bereichsstruktur ein
Element fgt�tr� in der Klasse top� welches nur aus der Tr�agermenge von tr besteht� die ich im
Bild mit cartr bezeichnet habe� Aufgrund der speziellen Semantik der Klasse top bestehen alle
Elemente dieses Universums nur aus Tr�agern� Im allgemeinen� wenn die Zielklasse nicht top
ist� liefert die Anwendung der fgt�Funktion aber Elemente� die nicht nur aus Tr�agern bestehen�
sondern zus�atzlich Interpretationen f�ur charakteristische Konstanten enthalten� In diesem
Zusammenhang ist bei Verwendung des � Zeichens stets der Zugri� auf die Tr�agermenge des
Elements gemeint� Als ich vorhin erkl�art habe� da� die Semantik der Klasse top das HOL�
Universum U von Mengen ist� war das nicht ganz korrekt� Eigentlich sind im Universum top
Elemente enthalten� die nur aus einer Tr�agermenge bestehen� welche ihrerseits eine Menge im
HOL�Universum U ist�

Mit Hilfe der Abbildung fgt k�onnen wir jetzt auch die Interpretation des Terms tr� tr� bool
erkl�aren� wenn � die Arit�at �top� top�top hat� Zuerst interpretieren wir tr im Universum f�ur
pcpo und erhalten das Tripel in der linken Blase� Dann wenden wir fgt an� was zu einem Ele�
ment fgt�tr� in der Klasse top f�uhrt� Auf dieses Element d�urfen wir die Interpretation von �
anwenden und bekommen somit die Interpretation fgt�tr�� fgt�tr�� bool f�ur den Typterm
tr� tr� bool� Analog erkl�art man die Interpretation f�ur den Typterm �pcpo � �pcpo � bool�
der uns vorhin schon bei der Motivation f�ur die Einf�uhrung von Typklassen als Typschema
f�ur die polymorphe Konstante v begegnet ist�

Die Erkl�arung f�ur polymorphe Konstanten habe ich oben bereits f�ur den normalen Hin�
dleyMilner Polymorphismus gegeben� F�ur die Polymorphie mit Typklassen l�a�t sich die

�um die Notation �ubersichtlich zu halten� habe ich im Bild nicht zwischen dem Typ tr und seiner Interpre�
tation als Bereich unterschieden� Dasselbe gilt f�ur den Typ bool und den Typkonstruktor � �
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�ubliche Sichtweise einfach anpassen� Die Idee mit der Indizierung einer Familie durch Ele�
mente eines Typuniversums wird �ubernommen� Betrachten wir die polymorphe Konstante
c mit Typschema ���pcpo� �top�� Dabei steht ���pcpo� �top� f�ur ein Typschema � � in dem
die Typvariablen �pcpo und �top vorkommen� Die Interpretation von c ist wieder eine ganze
Familie� die diesmal durch einen zweistelligen Index indiziert wird� An erster Stelle wird
mit Elementen aus dem Universum f�ur pcpo indiziert und an zweiter Stelle mit Elementen
aus dem Universum top� Dies wird durch die im Schema vorkommenden Typvariablen der
verschiedenen Klassen festgelegt	� Sei nun �� ein Typterm in der Klasse pcpo und �� ein
Typterm in der Klasse top�
� und sei fernerhin unter irgendeiner Belegung die Interpretation
f�ur �� der Bereich B� � pcpo� die Interpretation f�ur �� das Element M� � top und E die In�
terpretation der ��� ���Instanz � �����pcpo� ����top�� E ist dabei ein Element im Universum f�ur
die Klasse� die dem Typterm � �����pcpo� ����top� zugeordnet wird� Dann ist die Interpreta�
tion des Terms c �� �����pcpo� ����top� dasjenige Element in der Familie� welches mit �B��M��
indiziert wird und welches im Tr�ager der Struktur E liegt� Die formale De�nition dieser
Begri�e in Abschnitt ��� wird zeigen� da� hier nur an den richtigen Stellen die entsprechen�
den Vergi��Abbildungen eingesetzt werden m�ussen� damit die Idee f�ur den HindleyMilner
Polymorphismus auf Polymorphie mit Typklassen hochgezogen werden kann�

Das eben gesagte tri�t auf alle polymorphen Konstanten zu� F�ur die Interpretation der
charakteristischen Konstanten einer Klasse� die immer polymorph in genau einer Typvaria�
blen dieser Klasse sind� gelten dar�uber hinaus noch weitere Eigenschaften� Betrachten wir
dazu die charakteristische Konstante v der Klasse pcpo aus unserem Beispiel in Abbildung
��� und �uberpr�ufen dabei zun�achst die Modellvorstellung aus dem letzten Absatz� Die In�
terpretation von v ist eine Familie� die wegen des Typschemas �pcpo � �pcpo � bool mit
einem Element aus dem Universum f�ur die Klasse pcpo indiziert wird� Dieses Universum�
die linke Blase� ist im Bild der Einfachheit halber ebenfalls mit pcpo bezeichnet� Die Inter�
pretation des Typterms tr ist das Tripel �cartr� v tr��tr�� welches im Bild wieder einfach
mit tr abgek�urzt wird� Gem�a� dem letzten Abschnitt ist die Interpretation der tr �Instanz
v � tr� tr� bool� im Bild mit v tr bezeichnet� dasjenige Element der Familie� welches mit
dem Tripel tr indiziert ist� und welches ein Element im Tr�ager der Interpretation des Typ�
terms tr� tr� bool ist� Die Interpretation dieses Typterms ist aber wie bereits beschrieben
das Element fgt�tr�� fgt�tr�� bool im Universum top� Soweit gibt es keinen Unterschied
zu anderen polymorphen Konstanten�

Der besondere Punkt bei der Interpretation charakteristischer Konstanten ist� da� das indi�
zierte Mitglied der Familie� hier v tr� bereits im Index �cartr� v tr��tr� enthalten ist� In
dieser Eigenheit �nden wir die LCF�Idee wieder� da� die Interpretation des polymorphen Ord�
nungssymbols v immer gerade die Ordnung auf dem Bereich ist� f�ur den wir die polymorphe
Funktion spezialisieren �instantiieren�� Im allgemeinen gilt f�ur alle Elemente im Universum
einer Klasse� da� sie die Interpretationen all der f�ur die Klasse charakteristischen Konstanten
mit sich herumtragen���

Nun k�onnen wir die Syntax und Semantik von Typen in der Klasse pcpo unter einem neuen
Blickwinkel betrachten� Der Typterm tr steht f�ur den ganzen Bereich� Ausdr�ucke wie TT � tr

�welche Stelle im Index dabei von welcher Typvariablen gekennzeichnet wird� entscheidet man �uber eine
geeignete totale Ordnung auf Typvariablen�

�	bzw� ein Typterm in einer entsprechenden Teilklasse�
��in Abschnitt ��
 werden wir sehen� da� auch die Interpretationen f�ur die char� Konstanten aller Oberklassen

in geeigneter Weise in den Elementen der Klassen kodiert sind�
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bedeuten� da� die Interpretation der Konstanten TT ein Element im Tr�ager des Typs tr ist�
Auf die partielle Ordnung des Bereichs greifen wir �uber die Instantiierung der charakteristi�
schen Konstanten v zu� und das kleinste Element ist �uber die charakteristische Konstante �
erreichbar� Die charakteristischen Konstanten einer Klasse fungieren sozusagen als Selekto�
ren f�ur die Komponenten der Elemente in den Klassenuniversen� Auf den Tr�ager wird dabei
syntaktisch nur implizit Bezug genommen�

Wenn wir diese Behandlung von Bereichen als Typen mit der Formalisierung von Bereichen
in den Arbeiten von Petersen und Agerholm vergleichen� so werden die Vorteile der Polymor�
phie mit Typklassen sofort deutlich� Statt immer explizit in der Syntax mit Paaren �D�R�
zu arbeiten und die Eigenschaften der Bereiche eigenh�andig in Form von Pr�amissen �uber D
und R herumzureichen� wird die Ordnung �uber die charakteristische polymorphe Klassen�
konstante v erreichbar gemacht� und die Eigenschaften werden durch die charakteristischen
Klassenaxiome ausgedr�uckt� Die logische Aussage� da� eine Konstruktion auf Bereichspaa�
ren �D�R� wieder einen Bereich erzeugt� wird hier �uber die Zuordnung von Arit�aten an
Typkonstruktoren bewerkstelligt� Der Formalismus der Arit�aten kann als einfache Hornklau�
sellogik aufgefa�t werden� und die Typinferenz ist ein automatischer Beweiser f�ur Mengen
solcher Hornklauseln� der auf der Grundlage der Arit�aten berechnet� ob ein Typterm in einer
bestimmten Klasse liegt� Hier �nden sich also in einer schwachen Form die Ideen des proposi�
tions as types Paradigmas aus der konstruktiven Typtheorie wieder� Teile der Logik� die bei
Petersen und Agerholm explizit auf der Termebene abgehandelt werden m�ussen� werden hier
automatisch von Typsystem erledigt�

����� Einf�uhrung einer neuen Klasse

Wenn man eine Theorie durch Signatur oder Axiome erweitert� dann stellt sich immer die
Frage� ob es f�ur die neue Theorie Modelle gibt� Diese Frage l�a�t sich nicht allgemein beant�
worten� sondern h�angt immer von der speziellen Erweiterung ab� Man kann aber f�ur gewisse
Erweiterungsschemata die Existenz von Modellen garantieren� wenn die Theorie� auf der die
Erweiterung basiert� ein Modell hat� F�ur HOL sind solche Schemata bekannt� die sogenann�
ten konservativen Theorieerweiterungen� In den folgenden Abschnitten werde ich informell
Schemata einf�uhren� die die konservative Erweiterung von Theorien um neue Klassen und
Arit�aten f�ur Typkonstruktoren sicherstellen� Die hier vorgestellten Schemata werden formal
in Abschnitt ��� behandelt und stellen den Satz von Schemata dar� der neben den von HOL
bekannten Erweiterungsmechanismen notwendig war� um HOLCF konservativ zu entwickeln�

Zuerst m�ochte ich erkl�aren� wie man zu einer Theorie eine neue Klasse hinzuf�ugt und welche
Arbeiten im Vorfeld n�otig sind� um die konservative Erweiterbarkeit f�ur Modelle der alten
Theorie zu gew�ahrleisten� Betrachten wird dazu eine Theorie Base� die nur die Typklasse top
enth�alt� Dies k�onnte zum Beispiel die pure HOL�Theorie von Gordon sein� da die Typklasse
top in der Logik HOLC gerade die Rolle des kompletten Typuniversums der Logik HOL

�ubernimmt� Weiterhin sei in der Theorie Base der Typ void zusammen mit einer bin�aren
Relation less void auf dem Typ void bekannt� Die Rolle des Typs void und der Relation
less void wird im Laufe des folgenden Beispiels klar werden�

Zu dieser Theorie werden wir jetzt die Typklasse po der partiellen Ordnungen mit der charak�
teristischen Konstanten v und den charakteristischen Axiomen f�ur eine partielle Ordnung
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hinzuf�ugen� Ich w�ahle das Beispiel der Klasse po� da hier nur eine charakteristische Kon�
stante notwendig ist und die charakteristischen Axiome einfach zu formulieren sind� Zudem
entspricht die Erweiterung um po auch genau der Vorgehensweise� die ich bei der Entwicklung
von HOLCF in Kapitel � angewendet habe� Der Grund� wieso ich in den vorangegangenen
Abschnitten gleich mit der Klasse pcpo von ��kettenvollst�andigen partiellen Ordnungen mit
kleinstem Element gearbeitet habe� liegt darin� da� ich die Einf�uhrung des Klassenmecha�
nismus �uber den Versuch der Integration von HOL und LCF motiviert habe� Hier war die
Verwendung der Klasse pcpo am naheliegendsten�

Zur Notierung des Beispiels verwende ich gleich die Syntax des Isabelle�Systems��� die in
Kapitel � noch genauer beschrieben wird� Die Erweiterung der Theorie Base durch die Klasse
po ist in Bild ��� abgebildet�

Porder � Base  

classes po � top
arities void �po

consts
v � �po � �po � bool �in�xl ���

rules
re� less x v x

antisym less x v y � y v x� x � y
trans less x v y � y v z � x v z

inst void po � v �void� void� bool � � less void

end

Abbildung ���� Neue Typklasse po

Die neue Theorie Porder baut auf der Theorie Base auf� was mit dem Zeichen  angezeigt
wird� Zuerst wird mit dem Schl�usselwort �classes� die neue Klasse po eingef�uhrt und de�
ren Einordnung in die Klassenhierarchie mittels po � top angezeigt� Die n�achste Zeile mit
Schl�usselwort �arities� vereinbart f�ur den Typkonstruktor void die Arit�at void �po� d�h� der Typ
void soll in der Klasse po liegen� �Uber den Zweck dieser Vereinbarung werde ich weiter unten
noch reden� vorerst k�onnen wir diese Zeile jedoch ignorieren� Danach wird mit dem Schl�ussel�
wort �consts� der Teil der Spezi�kation eingeleitet� in dem die neuen Konstanten vereinbart
werden� Hier ist es nur die polymorphe Konstante v mit Typschema �po � �po � bool� die
die charakteristische Konstante f�ur die Klasse po sein soll� F�ur die Konstante wird auch gleich
eine In�x�Schreibweise nebst Bindungsst�arke vereinbart� Im letzten Abschnitt� der mit dem
Schl�usselwort �rules� beginnt� stehen die zus�atzlichen Axiome der Theorie Porder � Die ersten
drei Axiome beschreiben die charakteristischen Eigenschaften der Klasse po� Bemerkenswert

��die Syntax ist sehr �ahnlich zur Isabelle�Syntax� Ich verwende jedoch graphische Sonderzeichen und un�
terdr�ucke syntaktische Feinheiten� die f�ur das Beispiel irrelevant sind�
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dabei ist� da� die charakteristische Konstante v zur Formulierung der Ordnungseigenschaf�
ten benutzt wird� und da� die Axiome genau in der Variablen �po polymorph sind

��� Das
letzte etwas abgesetzte Axiom beschreibt die Instanz der Ordnungsfunktion v f�ur den Typ
void� Wie die Vereinbarung der Arit�at void �po wollen wir dieses Axiom zun�achst ignorieren�

In Abschnitt ��� �uber die formale Syntax von HOLC werden wir sehen� wie gewisse Kon�
stanten der Signatur und gewisse Axiome als charakteristisch f�ur eine Klasse ausgezeichnet
werden k�onnen� Beim Betrachten des Beispiels stellen wir jedoch fest� da� in der verwendeten
Isabelle�Syntax keine M�oglichkeit besteht� charakteristische Konstanten und Axiome auszu�
zeichnen� Hier zeigt es sich� da� der Klassenmechanismus urspr�unglich nicht dazu gedacht
war� um in Objektlogiken eingesetzt zu werden� �Uber dieses kleine notationelle Problem helfe
ich mir durch folgende Konvention hinweg� Wenn in einer Spezi�kation das Schl�usselwort
�classes� vorkommt� dann darf nur genau eine neue Klasse eingef�uhrt werden� Damit wird
diese Spezi�kation als Klassenspezi�kation gekennzeichnet� Alle Konstanten� die eingef�uhrt
werden� sind charakteristische Konstanten dieser Klasse� Alle Axiome au�er Instanzaxiomen�
die an ihrer syntaktischen Form leicht zu erkennen sind� sind charakteristische Axiome der
neuen Klasse�

Syntaktisch haben wir die Klasse po jetzt eingef�uhrt� und es bleibt noch zu zeigen� wie ein
beliebiges Modell M� f�ur die Theorie Base zu einem Modell M� f�ur die Theorie Porder
erweitert werden kann� so da� die Restriktion von M� bzgl� der Signatur der Theorie Base
wieder das urspr�ungliche Modell M� ergibt� Sei also jetzt ein Modell M� f�ur die Theorie Base
gegeben� Aus der vorher skizzierten Modellvorstellung f�ur die Polymorphie mit Typklassen
ersehen wir� da� wir ein neues Universum konstruieren m�ussen� das als Interpretation f�ur die
Klasse po dienen kann� Als Ausgangspunkt f�ur die Konstruktion w�ahlen wir das Universum
f�ur die Typklasse top� denn top wurde in der Theorie Porder mittels po � top als unmittelbare
Oberklasse von po vereinbart� Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Universen� welche
als Interpretationen f�ur die Typklassen dienen� wieder mit den Namen der Typklassen� Die
Interpretation f�ur die neue Klasse po ist das Universum po� das durch folgende �semiformale�
De�nition gegeben ist�

po � fX � �carX � v X� j

�BBB�
es gibt ein bX � �carbX� � top � so da��
carX � carbX �
v X � bX � bX � bool �
char� Axiome von po gelten unter �po �� �carX � v X�

�CCCAg

In po sind also Paare�� X � �carX � v X� enthalten� so da� bX � �carX� ein Element im Univer�
sum top ist und v X � bX � bX � bool eine typkorrekte Interpretation f�ur die Spezialisierung
der polymorphen Konstanten v auf X ist� wie es unserer Vorstellung von der Instanz einer
charakteristischen Funktion entspricht� Die dritte Bedingung sagt� da� die charakteristischen
Axiome der Klasse po gelten m�ussen� wenn wir sie in einer Belegung interpretieren� die der
Typvariablen �po das Paar �carX � v X� zuweist� Mit anderen Worten besteht das Universum
po aus allen partiellen Ordnungen �carX � v X�� die einen Tr�ager carX � carbX eines Elements

��diese Tatsache sieht man nat�urlich nur� wenn man versucht die Axiome durch die allgemeinst m�ogliche
Typinformation zu erg�anzen� Diese ergibt f�ur die Variablen x� y� z jeweils den Typ �po�

��in Abschnitt ��
 werden wir sehen� da� die Kodierung geringf�ugig komplizierter ist� F�ur das Beispiel hier
gen�ugt aber die Benutzung von Paaren�
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bX aus dem Universum top verwenden und die mit irgendeiner Ordnungsfunktion v X auf
carX angereichert sind�

Nachdem das Universum f�ur die neue Typklasse konstruiert ist� m�ussen wir die Funktion
fgt de�nieren� die die beiden Klassen po und top gem�a� der Teilklassenbeziehung po � top
koppelt� Die Aufgabe der Funktion fgt ist das Vergessen der zus�atzlichen Struktur und
somit folgt deren De�nition kanonisch aus der Konstruktion der Paare in der Klasse po� Wir
de�nieren�

fgtpo�top��carX � v X�� �� �carX�

Die Interpretation der charakteristischen Konstanten v ist ebenso kanonisch vorgegeben�
denn bei Indizierung der Familie durch das Element �carX � v X� wird nach Modellvorstellung
immer v X ausgew�ahlt� Ein Modell M� f�ur die Theorie Porder erhalten wir� indem wir das
Modell M� f�ur die Theorie Base um die Interpretation der Klasse po� die Funktion fgtpo�top
und die Interpretation der polymorphen Konstanten v erweitern� Die Modellerweiterung
ist konservativ �uber Base� da die Restriktion des Modells M� bzgl� der Signatur der Theorie
Base gerade wieder M� ergibt�

Bei der obigen Konstruktion habe ich vorausgesetzt� da� sie �uberhaupt durchf�uhrbar ist�
Der einzige Punkt� an dem die Konstruktion scheitern k�onnte� ist die Bildung des neuen
Universums� Wir bilden hier eine Menge von Paaren �carX � v X� und m�ussen sicherstellen�
da� die Menge nicht leer ist��� Da� sich Paare X � �carX � v X� mit

�carX� � top � v X � bX � bX � bool

bilden lassen� steht au�er Frage� Es k�onnte jedoch sein� da� es kein Paar �carX � v X� gibt�
f�ur das die Klassenaxiome gelten���

Um diesem Fall bei der Einf�uhrung einer neuen Klasse vorzubeugen� sucht man im Vorfeld
einen Typ� f�ur den die charakteristischen Axiome der Klasse sicher gelten� Dieser Typ wird der
Prototyp der Klasse genannt und ist in unserem Beispiel der Typ void� der genau ein Element
in der Tr�agermenge hat� Die Axiomatisierung des Typs void unterschlage ich in diesem
Beispiel und z�ahle nur die Annahmen auf� die f�ur die Einf�uhrung der Klasse po wichtig sind�

 der Typ void ist schon in der Theorie Base bekannt und hat in dieser die Arit�at void � top�
Diese Arit�at wurde ihm automatisch verliehen� als er gem�a� der HOL�Methode als
Typkonstruktor eingef�uhrt wurde�

 weiterhin gibt es eine Funktion less void vom Typ void� void� bool f�ur die folgende
Theoreme in der Theorie Base bewiesen wurden�

less void�x��x�
less void�x��y� � less void�y��x�� x � y
less void�x��y� � less void�y��z�� less void�x��z�

��analog zu leeren Typen versucht man auch leere Klassen zu vermeiden� da sonst die Semantik und auch
die Formalisierung des Kalk�uls umst�andlicher wird� L�a�t man leere Klassen zu� dann mu� man im Kalk�ul
explizite Kontexte f�ur die im Beweis benutzten Klassen vorsehen�

��im Beispiel der Klasse po ergeben sich nat�urlich keine Schwierigkeiten� im allgemeinen Fall kann es aber
sein� da� die Axiome einer Klasse in keinem Typ g�ultig sind� Die Einf�uhrung solcher Klassen mu� verhindert
werden�
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Die Arit�at void � top bedeutet� da� der Typ void in jedem Modell von Base durch ein ElementbX � �carbX� � top mit nichtleerer Tr�agermenge carbX interpretiert wird� Die Existenz der
Funktion less void bedeutet� da� in jedem Modell von Base� das den Typ void durch das
Element bX interpretiert� die Interpretation der Funktion less void ein Element im Tr�ager vonbX � bX � bool ist� Wegen der bewiesenen Theoreme wissen wir aber auch� da� es zumindest
ein Paar X � �carX � v X� gibt� so da� die Axiome der Klasse po gelten� Man nehme f�ur
carX einfach die Tr�agermenge carbX der Interpretation bX des Typs void und f�ur v X die
Interpretation der Funktion less void � Somit ist die Konstruierbarkeit f�ur das Universum po
und damit auch die konservative Erweiterung von M� zu M� sichergestellt�

Der Typ void und die Eigenschaften der Funktion less void sind also Zeugen daf�ur� da� jedes
Modell der Theorie Base zu einem ModellM� der Theorie Porder erweitert werden kann� Um
dieses Zeugnis in der Klassenspezi�kation von po zu �xieren� wird dort an void die zus�atzliche
Arit�at void �po vergeben und in den Axiomen die Instanz von v f�ur den Typ void auf die
Funktion less void festgelegt� Das erkl�art die Teile der Klassenspezi�kation von po� die ich
bisher nicht kommentiert habe�

����� Hinzuf�ugen neuer Arit�aten

In diesem Abschnitt m�ochte ich erkl�aren� wie man die Vereinbarung einer neuen Arit�at
� !k�� � � � � !kn�!k f�ur einen Typkonstruktor tc rechtfertigt� Dabei wird vorausgesetzt

��� da� der
Typkonstruktor tc schon mit einer Arit�at �k�� � � � � kn�k ausgestattet ist� so da� !k � k � �i� !ki �
ki� Insbesondere mu� k ein unmittelbarer Nachfolger von !k bzgl� der Klassenordnung sein�
Die Teilklassenbeziehung !ki � ki bedeutet� da� die Typen in !ki mehr Struktur aufweisen als
die Typen in ki� Daher kann man die neue Arit�at so deuten� da� der Typkonstruktor tc die
zus�atzliche Struktur der Typen in !ki dazu benutzt� einen Ergebnistyp in der Klasse !k zu kon�
struieren� der wegen !k � k eine bzgl� der Klasse k zus�atzliche Struktur aufweist� Wenn k ein
unmittelbarer Nachfolger von !k ist� dann wird die zus�atzliche Struktur der Typen in !k genau
durch die Klassenspezi�kation von !k gegeben� Das wiederum erleichtert die Formulierung der
Konstruktion und aller damit zusammenh�angenden Bedingungen�

Die Voraussetzung� da� f�ur den Konstruktor tc schon die Arit�at �k�� � � � � kn�k vereinbart ist�
bedeutet� da� tc schon in der Basistheorie bekannt sein mu�� Mit dem Schema� das ich gleich
beschreiben werde� kann man also keine neuen Typkonstruktoren einf�uhren� Eine Methode�
um einen neuen Konstruktor einzuf�uhren� ist die Methode der Erweiterung durch Typde�ni�
tion� wie sie f�ur die Logik HOL bekannt ist� Diese ist in �GM
�� ausf�uhrlich beschrieben und
wird auch von mir in Abschnitt ��� nochmals vorgestellt� Die Typkonstruktoren der Logik
HOL entsprechen Konstruktoren in HOLC� die eine Arit�at �k�� � � � � kn�top haben� Daher
kann man die HOL�Methode verwenden� um einen Konstruktor mit Arit�at �k�� � � � � kn�top
einzuf�uhren und aufbauend auf dieser Arit�at dann mit dem hier beschriebenen Mechanismus
weitere Arit�aten f�ur den Konstruktor einf�uhren�

Das Schema zur Einf�uhrung einer neuen Arit�at m�ochte ich hier wieder an einem Beispiel
erkl�aren� Betrachten wir dazu den Typkonstruktor � mit der Arit�at �top� top�top � Bekann�
terweise kann man Funktionen partiell ordnen� wenn f�ur die Bildmenge eine partielle Ordnung

��in Abschnitt ��� werden noch mehr Annahmen gemacht� die f�ur die Erhaltung der automatischen Typin�
ferenz wichtig sind� Diese sind jedoch f�ur diese informelle Erkl�arung unwichtig�



��� Eine informelle Semantik f�ur Typklassen in HOLC ��

bekannt ist� und man die Funktionen gem�a� dieser Ordnung punktweise ordnet� Dies legt die
neue Arit�at �top� po�po f�ur den Typkonstruktor � nahe� Die Einf�uhrung dieser Arit�at erfolgt
in drei Schritten� Zuerst de�nieren wir eine polymorphe Funktion less fun�� mit Typschema
��top � �po�� ��top � �po�� bool � Die entsprechende Theorie ist in Bild ��� dargestellt�

Fun� � Porder  

consts
less fun� ��top � �po�� ��top � �po�� bool

rules
less fun def less fun � ��f�f���x�f��x� v f��x��

end

Abbildung ���� De�nition der punktweisen Ordnung

Man beachte� wie auf der rechten Seite der De�nition in Bild ��� das polymorphe Ordnungs�
symbol v verwendet wird� Dies ist syntaktisch korrekt� da bei Erg�anzung der vollen Typin�
formation die Terme f��x� und f��x� den Typ �po haben�

Im zweiten Schritt weisen wir nach� da� die Funktion less fun den Raum der Funktionen
�top � �po partiell ordnet� Genauer gesagt beweisen wir� da� die charakteristischen Axiome
der Klasse po gelten� wenn wir in den Axiomen die charakteristische Konstante v durch die
Funktion less fun ersetzen� In der Theorie Fun� sind also folgende Theoreme zu zeigen�

less fun�x��x�
less fun�x��y� � less fun�y��x�� x � y

less fun�x��y� � less fun�y��z�� less fun�x��z�

Jetzt sind alle Voraussetzungen f�ur die Einf�uhrung der neuen Arit�at � � �top� po�po gege�
ben� Betrachten wir dazu die Abbildung ���� Sei ein Modell f�ur Fun� gegeben� und sei
die Interpretation des Typterms �� ein Element M� � top und die Interpretation des Typ�
terms �� die partielle Ordnung P� � po � Dann wird der Typterm �� � �� gem�a� der Arit�at
� � �top� top�top als Element M� � top mit M� � �M� � fgtpo�top�P��� interpretiert�

Weiterhin ist die Interpretation der ��� ���Instanz der polymorphen Funktion less fun ein
Element less funM��P�

� M� � M� � bool� Ziehen wir noch die bewiesenen Theoreme f�ur
less fun in Betracht� dann sehen wir� da� das Paar �carM�

� less funM��P�
� sicher eines der

Paare ist� die bei der konservativen Konstruktion der Klasse po als Elemente des Universums
po aufgenommen wurden� Die Interpretation des Typkonstruktors � mit Arit�at �top� po�po
kann somit als diejenige Abbildung festgelegt werden� die Argumente M� und P� auf das
Paar �carM�

� less funM��P�
� abbildet� wobei M� � �M� � fgtpo�top�P��� ist� Hier zeigt sich�

��der Name der Funktion soll nicht bedeuten� da� mir die Formalisierung dieser Theorie keinen Spa� gemacht
hat�
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da� bei der Einf�uhrung einer neuen Klasse alle potentiell m�oglichen Elemente des Universums
hinzugenommen werden m�ussen� damit bei einer sp�ateren Erweiterung durch eine neue Arit�at
das konstruierte Paar sicher im Universum enthalten ist�

� � �top� po�po

fgtpo�top

� � �top� top�top

M� � top fgtpo�top�P�� � top M� � �M� � fgtpo�top�P��� � top

� less funM��P�

M� � top P� � po �carM�
� less funM��P�

� � po

Abbildung ���� Beziehung der �Uberladungen von �

Diese �Uberlegungen zeigen� da� f�ur die neue Arit�at � � �top� po�po eine Interpretation gefun�
den werden kann� und da� das Modell von Fun� konservativ erweitert werden kann� indem
man die eben skizzierte Interpretation f�ur die neue Arit�at hinzuf�ugt� Im dritten und letzten
Schritt� der in Bild ��� gezeigt ist� f�uhren wir die Theorie Fun	 mit der neuen Arit�at nebst
Instanzaxiom f�ur die Ordnung ein�

Fun	 � Fun�  

arities � � �top� po�po

rules
inst fun po � v � ��top � �po�� ��top � �po�� bool � � less fun

end

Abbildung ���� Einf�uhrung der neuen Arit�at und Instanz

Nach dieser informellen Erl�auterung f�ur die Polymorphie mit Typklassen in HOLC folgt in
den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels die formale Behandlung der eben vorgestellten
Konzepte�
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��� Syntax von HOLC

In diesem Abschnitt der Arbeit werde ich die formale Syntax der Logik HOLC �Higher�Order
Logic with Classes� einf�uhren� Ich werde mich dabei� wie auch in den folgenden Abschnitten

�uber die Semantik ���� das Deduktionssystem ��� und die Methode der konservativen Theo�
rieerweiterung ���� so kurz wie m�oglich fassen� da die Formalisierung von HOLC nicht das
zentrale Thema meiner Arbeit darstellt�

����� Typsignaturen und Typterme

Zuerst f�uhre ich einige Mengen f�ur Bezeichner ein� Es seien folgende unendlichen und jeweils
paarweise disjunkten Mengen gegeben�

KID� die Menge KID enth�alt Namen f�ur Klassen� Auf KID sei eine totale� strikte Ordnung
�KID gegeben�

CID� die Menge CID enth�alt Namen f�ur Konstanten�

TID� die Menge TID enth�alt Namen f�ur Typkonstruktoren�

TVID� die Menge TVID enth�alt Pr�a�xe f�ur Typvariablen� Auf TVID sei eine totale� strikte
Ordnung �TVID gegeben� Ich werde stets kleine griechische Buchstaben mit evtl� zus�atz�
lichen Zi�ern f�ur die Pr�a�xe verwenden�

"� die Menge " ist die eigentliche Bezeichnermenge f�ur Typvariablen� Sie wird aus den
Mengen KID und TVID gebildet und ist folgenderma�en de�niert�

" � ftvk j tv � TVID � k � KIDg

Die totalen Ordnungen der Mengen KID und TVID werden auf " wie folgt fortgesetzt�

tv�k� � tv�k� �� �tv� �TVID tv�� �
�tv� � tv� � k� �KID k��

Die Menge aller Typvariablen " l�a�t sich partitionieren in die Mengen der Typvariablen
"k der Klassen k � KID� indem man de�niert�

"k � ftvk j tvk � " � k � KIDg

#� die Menge # ist die Menge der Termvariablen�

Der Zweck der oben geforderten totalen Ordnungen wird im Abschnitt ��� deutlich werden�
Dort mu� f�ur polymorphe Konstanten eine Semantik de�niert werden� die im allgemeinen
ein Element aus einem mehrstelligen� verallgemeinerten kartesischen Produkt sein wird� Die
Stelligkeit ergibt sich dabei aus der Anzahl der im Typschema der polymorphen Konstanten
vorkommenden Typvariablen� Mittels der totalen Ordnung k�onnen diese Typvariablen kano�
nisch geordnet werden� und dies erm�oglicht dann letztendlich die De�nition einer eindeutigen
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Semantik� Auf diese Weise kann man die Typen polymorpher Konstanten als Schemata be�
handeln� die beliebig instantiiert werden d�urfen� Dieser Trick wird auch in �GM
�� verwendet�
wohingegen in der �alteren Version �Cam�
� noch ein diesbez�uglicher Fehler enthalten war� Al�
ternativ k�onnte man auch einen expliziten Bindungsmechanismus f�ur Typvariablen einf�uhren�
der die Reihenfolge der Typvariablen festlegen w�urde� Dies verkompliziert aber unn�otig die
Syntax und Semantik�

Im folgenden werde ich �ofters endliche Abbildungen verwenden und verschiedene Notatio�
nen f�ur sie ben�utzen� Es ist jedoch immer das durch folgende De�nition gegebene Konzept
gemeint�

De�nition ��� Endliche Abbildung

Eine endliche Abbildung f von der Menge A in die Menge B ist eine rechtseindeutige�
endliche Teilmenge f 	 A�B des Kreuzprodukts A�B und wird als Menge von Paaren
f � f�x�� y��� � � � � �xn� yn�g notiert� Die Eigenschaft rechtseindeutig bedeutet dabei wie
�ublich�

��x�� y��� �x�� y�� � f� x� � x� �� y� � y�

Die Anwendung einer endlichen Abbildung ist de�niert durch�

f�x� �

�
y wenn �x� y� � f

Fehler sonst

Statt der oben gerade eingef�uhrten Notation f � f�x�� y��� � � � � �xn� yn�g werde ich bisweilen
auch alternative Notationen wie f � fx� �� y�� � � � � xn �� yng oder f � fx� �y�� � � � � xn �yng
verwenden�

Als n�achstes wird der Begri� der Typsignatur eingef�uhrt�

De�nition ��� Typsignatur

Eine Typsignatur $ ist ein Tupel $ � �K��� TC�� so da� folgende Eigenschaften erf�ullt
sind�

E�� K 	 KID ist eine endliche Teilmenge von Klassenbezeichnern� Insbesondere
enth�alt K den Klassenidenti�kator top�

E�� � ist eine partielle Ordnung auf K� die durch eine endliche Menge von Paaren
�k�� k�� � K �K notiert wird� Die Ordnung � steht f�ur die Teilklassenbeziehung
zwischen den Typklassen und hat nichts mit der totalen Ordnung �KID zu tun�
Insbesondere mu� top die gr�o�te Klasse bez�uglich � sein�

E�� TC ist eine endliche Menge von Tripeln �tc� �k�� � � � � kn�� k� � TID � Klist � K�
durch die alle Arit�atsvereinbarungen f�ur Typkonstruktoren kodiert werden� Statt
der Tripelnotation verwende ich die Notation tc � �k�� � � � � kn�k bzw� tc �k� falls die
Liste leer ist� Wenn die einzelnen Komponenten der Liste �k�� � � � � kn� nicht relevant
sind� schreibe ich auch kurz tc � �w�k�
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E�� alle Typkonstruktoren haben eine einheitliche Stelligkeit� wobei mit Stelligkeit die
L�ange j w j der Liste w gemeint ist� Es gilt also f�ur alle tc� � �w��k� � TC und
tc� � �w��k� � TC�

tc� � tc� ��jw� j�jw� j

E�� die Teilklassenordnung � ist nach unten vollst�andig �downward complete�� d�h� f�ur
je zwei Klassen k�� k� � K ist die Menge

k� u k� � fk j k � k� � k � k�g

entweder leer oder besitzt ein gr�o�tes Element�

E�� die Typsignatur $ ist regul�ar �regular�� d�h� f�ur alle tc und w ist die Menge

R�tc� w� � fk j �w�� w � w� � tc � �w��k � TCg

entweder leer oder besitzt ein kleinstes Element� Die Ordnung � auf den Klassen
wird dabei komponentenweise auf Listen w �uber K fortgesetzt�

E�� die Typsignatur $ ist coregul�ar �coregular�� d�h� f�ur alle tc und k ist die Menge

D�tc� k� � fw j �k�� k� � k � tc � �w�k� � TCg

entweder leer oder besitzt ein gr�o�tes Element�

E�� die Typsignatur $ ist comonoton� d�h� f�ur alle tc � �w��k� � TC und tc � �w��k� � TC
gilt stets�

k� � k� �� w� � w�

E
� die Typsignatur $ enth�alt die minimale Typsignatur

$Min � �KMin ��Min � TCMin�

als Teilsignatur �i�Z� $Min 	 $�� Die Teilmengenbeziehung ist dabei komponen�
tenweise gemeint� Die einzelnen Komponenten der Minimalsignatur sind wie folgt
de�niert�

KMin � ftopg
�Min � f�top� top�g

TCMin � fbool � top� ind � top� � � �top� top�topg

Die Eigenschaften downward complete� regular und coregular sind aus �Nip
�� entnommen�
Meine formale Behandlung der Typklassen orientiert sich stark an dieser Arbeit� Diese Ei�
genschaften sind wichtig f�ur Beweise im Zusammenhang mit der automatischen Typinferenz�
Die hier zus�atzlich geforderte Eigenschaft der Comonotonie spielt eine wichtige Rolle in den
Beweisen im Abschnitt ��� �uber die Semantik� Sie erleichtert allerdings auch einige Beweise

�uber die Syntax von HOLC�

Nun k�onnen wir zuerst rohe Typterme und dann wohlgeformte Typterme �uber der Typsigna�
tur $ einf�uhren�
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De�nition ��� Rohe Typterme

Die Menge der rohen Typterme RTT� �uber der Typsignatur $ ist de�niert wie folgt�

RTT � �k falls k � K
j �RTT� � � �RTTntc� falls tc � �k�� � � � � kn�k � TC

f�ur beliebige k�� � � � � kn� k � K

De�nition ��� Wohlgeformte Typterme� Typklassenherleitung

Die Menge der wohlgeformten Typterme T� �uber der Typsignatur $ ist durch das
untenstehende Ableitungssystem de�niert� Dabei bedeutet das Typterm�Urteil � ��k�
da� � ein wohlgeformter Typterm der Klasse k ist�

�tvar�
�k ��k

�
k � K

�tc�
�� ��k� � � � �n ��kn
��� � � � �ntc� ��k

�
tc � �k�� � � � � kn�k � TC

�coerce�
� ��k

� ��k�

�
k � k�

Die Menge der wohlgeformten Terme T��k der Klasse k ist de�niert als�

T��k � f� j � ��kg

Die Menge aller wohlgeformten Terme T� ist die Vereinigung�

T� �
�
k�K

T��k

F�ur Typterme� die den Standardkonstruktor � enthalten� verwende ich eine bequemere
Schreibweise� Statt ����� � � schreibe ich �� � ��� und Typterme wie �� � �� � �� sollen wie

�ublich nach rechts� hier im Beispiel als �� � ��� � ���� geklammert sein�

Weiterhin soll im folgenden TV ��� die Menge aller im Typterm � vorkommenden Typvariablen
bezeichnen� Die induktive De�nition von TV ��� ist o�ensichtlich�

Nachdem die wohlgeformten Typterme mittels des obigen Ableitungssystems de�niert sind�
gebe ich nun einen Algorithmus an� der zu einem gegebenen rohen Typterm eine Herleitung f�ur
dessen Wohlgeformtheit �ndet� falls dies �uberhaut m�oglich ist� Weiterhin hat die Herleitung
die Eigenschaft� da� sie ein kleinstes Typterm�Urteil berechnet�
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De�nition ��� Klasseninferenz TTINF� f�ur Typterme

Der Algorithmus wird in ML�artiger Notation angegeben�

TTINF���k� � �k ��k

TTINF���tc�� �

let k� � mincodom�tc� ���

in �tc�
�tc� ��k�

TTINF���rt� � � � rtntc�� �

let
D�

rt� ��k�
� TTINF��rt��

���
Dn

rtn ��kn
� TTINF��rtn�

k� � mincodom�tc� �k�� � � � � kn��

�k��� � � � � k
�
n� � maxdom�tc� k��

�i� D�
i � �coerce�

Di

rti ��ki
rti ��k�i

in �tc�
D�

� � � �D
�
n

�rt� � � �rtntc� ��k�

Die Hilfsfunktionen mincodom und maxdom sind de�niert wie folgt�

mincodom�tc� w� �

�
k wenn min�R�tc� w�� � fkg
fail sonst

maxdom�tc� k� �

�
w wenn max �D�tc� k�� � fwg
fail sonst

F�ur den Algorithmus TTINF� gilt folgender Satz�

Theorem ��� Korrektheit von TTINF�

Der Algorithmus TTINF� ist korrekt bzgl� des Herleitungssystems f�ur wohlgeformte
Typterme�

Beweis� per Induktion �uber den Aufbau der Typterme unter Ausnutzung der Regularit�at
und Comonotonie der Typsignatur $�

Weiterhin gilt folgender Satz �uber die Vollst�andigkeit von TTINF��
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Theorem ��� Vollst�andigkeit von TTINF�

Der Algorithmus TTINF� ist vollst�andig bzgl� des Herleitungssystems f�ur wohlgeformte
Typterme� Insbesondere ist die von TTINF� berechnete Klasse die kleinste Klasse� die

�uber das Herleitungssystem f�ur wohlgeformte Typterme berechnet werden kann�

� � T��k� �� TTINF���� �
D

� ��k
� k � k�

Beweis� per Induktion �uber den Aufbau der Typterme unter Ausnutzung der Regularit�at
und Comonotonie der Typsignatur $�

De�nition ��	 Kleinste Klasse

Die kleinste Klasse lst���� des wohlgeformten Typterms � � T� ist de�niert als

lst���� � k wenn TTINF���� �
D

� ��k

Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist� lasse ich den Index $ bei lst� weg�

Als n�achstes f�uhre ich den Begri� der Typsubstitution ein�

De�nition ��
 Typsubstitution

Sei $ eine Typsignatur� Eine Typsubstitution �� �"� T� ist eine totale� und daher
unendliche Abbildung von Typvariablen aus " in Typterme � � T�� Typsubstitutio�
nen sind zwar unendliche Abbildungen� unterscheiden sich aber nur an endlich vielen
Stellen von der Identit�at� Daher werden sie wie endliche Abbildungen kodiert� und le�
diglich die Anwendung wird unterschiedlich de�niert� F�ur die endliche Kodierung einer
Typsubstitution sollen stets folgende Bedingungen gelten�

E�� �� 	 " � T� ist endlich�

E�� ��k� �� � �� �� k � K � � � T��k

E�� ��k� ��� � ��k� ��� �� �� � ��

Die Anwendung ist de�niert als�

����k� �

�
� wenn ��k� �� � ��
�k sonst

Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist� lasse ich den Index $ bei �� weg�

Eine Substitution �� �"� T� kann eindeutig homomorph zu einer Substitution ��� �T� � T�
auf Typtermen erweitert werden� Die Fortsetzung wird o�ensichtlich wie folgt de�niert�
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De�nition �� Typsubstitution auf Typtermen

Wenn �� �"� T� eine Typsubstitution� dann ist die Fortsetzung auf Typterme
��� �T� � T� de�niert als�

������ �

�
����k� falls � � �k
�������� � � ��

�
���n� tc� falls � � ��� � � � �ntc�

Statt ��� schreibe ich auch f�ur die Fortsetzung kurz �� wenn die Bedeutung aus dem
Zusammenhang klar ist�

F�ur die Fortsetzung von Typsubstitutionen auf Typterme gilt folgendes Theorem�

Theorem ���

Wenn �� �"� T� eine Typsubstitution und � � T��k ein Typterm der Klasse k� dann
gilt stets�

������ � T��k und lst���
�
����� � lst����

Beweis� Induktion �uber den Aufbau der Typklassenherleitung TTINF����� Der Beweis
verwendet insbesondere die Regularit�at und Comonotonie der Signatur $�

Ein �ahnliches Theorem gilt auch� wenn f�ur einen Term �uber der Typsignatur $� die Klas�
seninferenz bzgl� einer erweiterten Typsignatur $� durchgef�uhrt wird� Dieses Theorem ist
wichtig f�ur Beweise in Bezug auf Theorieerweiterungen�

Theorem ���

Wenn � � T���k ein Typterm der Klasse k und $� 	 $�� dann gilt stets�

� � T���k und lst��
��� � lst��

���

Beweis� Induktion �uber den Aufbau der Typklassenherleitung TTINF��
���� Der Beweis

verwendet wieder die Regularit�at und Comonotonie der Signatur $�

F�ur die De�nition von Signaturen ben�otige ich noch das Konzept der eingeschr�ankten Typ�
signatur $ n k� Diese entsteht aus der Typsignatur $� indem man alle Typkonstruktoren
entfernt� die in ihren Arit�aten eine Klasse k� verwenden� die von k abh�angt� d�h� f�ur die gilt
k� � k�

De�nition ��� Eingeschr�ankte Typsignatur

Sei $ � �K��� TC� eine Typsignatur und k � K� Dann ist die eingeschr�ankte Typsi�
gnatur $ n k de�niert als�

$ n k � �K��� TC n k�

wobei

TC n k � TC n f�tc� �c�� � � � � cn�� c� j �k
� � fc�� � � � � cn� cg� k

� � kg

Man beachte� da� obige De�nition nicht das Auftreten von Typvariablen einer Klasse k� � k

in Typtermen � � T�nk verbietet� Diese Sonderf�alle werden an den entsprechenden Stellen
durch zus�atzliche Bedingungen ausgeschlossen�
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����� Signaturen und Terme

Aufbauend auf den Begri�en f�ur Typsignaturen und Typterme k�onnen wir jetzt den Begri�
der Signatur % einf�uhren� Die Signaturen von HOLC unterscheiden sich von den Signaturen
der normalen HOL�Logik insofern� als da� sie einen dritten Parameter haben� der es gestattet�
gewisse Konstanten als charakteristisch f�ur eine Klasse auszuzeichnen�

De�nition ���� Signatur

Eine Signatur % � �$� C�KS� ist ein Tripel� das folgende Eigenschaften erf�ullt�

E�� $ � �K��� TC� ist eine Typsignatur

E�� C 	 CID � T� ist eine endliche Abbildung von Konstantennamen in Typterme�
Sie kodiert die Menge der getypten Konstanten der Signatur� Da C eine endliche
Abbildung ist� hat jede Konstante einen eindeutigen Typ� Statt der Paarnotation
�c� �� verwende ich f�ur die Konstanten auch die Schreibweise c �� �

E�� KS � �KSk�k�K ist eine K�indizierte Familie von charakteristischen Konstanten
mit

S
k�KKSk 	 C� F�ur jedes k � K hei�t KSk die Menge der charakteristischen

Konstanten der Klasse k�

Um die in Abschnitt ��� vorgestellte informelle Semantik der Typklassen zu re�ek�
tieren� werden an die Typen der charakteristischen Konstanten in der Menge KSk
weitere Anforderungen gestellt�

E���� F�ur jede Klasse k � K gibt es eine Typvariable �k� die sogenannte Klassenva�
riable der Klasse k� so da� f�ur alle Paare �c� �� � KSk gilt�

TV ��� � f�kg

In den Typen der charakteristischen Konstanten der Klasse k kommt also
genau eine Typvariable vor� und zwar immer die Klassenvariable �k�

E���� Weiterhin gilt f�ur die Typen � in den Paaren �c� �� � KSk� da� sie bis auf die
Klassenvariable �k unabh�angig von der Klasse k sind� d�h��

� � T�nk

Diese Bedingung ist wichtig f�ur die schichtweise De�nition der Semantik von
Typklassen�

E�� Die Signatur % enth�alt die Minimalsignatur %Min � �$Min � CMin� KSMin� als Teil�
signatur �i�Z� %Min 	 %�� Die Teilmengenbeziehung ist wieder komponentenweise
gemeint� Die einzelnen Komponenten von %Min sind wie folgt de�niert�

$Min � siehe De�nition von Typsignaturen

CMin � f

� �bool� bool� bool�
� ��top � �top � bool�

���top � bool�� bool

g

KSMin � �

Die Konstante � �bool� bool� bool steht f�ur die logische Implikation�
die polymorphe Konstante � ��top � �top � bool f�ur die Identit�at und
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 � ��top � bool�� bool ist die polymorphe Konstante f�ur den Hilbert�schen Aus�
wahloperator�

Die Menge KSMin ist leer� was bedeutet� da� es f�ur die Klasse top� die in der
minimalen Typsignatur $Min als einzige Standardklasse enthalten ist� keine cha�
rakteristischen Konstanten gibt�

Die Bedingungen E��� und E��� schr�anken das Klassenkonzept st�arker ein� als es zum Beispiel
in der funktionalen Programmiersprache Haskell �HJW
�� der Fall ist� Der Grund f�ur die
Einschr�ankung liegt in der von mir verwendeten semantischen Modellierung von Typklassen�
In meiner Modellierung werden die Instanzen einer charakteristischen Konstanten f�ur einen
speziellen Typ stets durch Elemente einer Menge des zugrundeliegenden Mengenuniversums
interpretiert� sie d�urfen also nicht von weiteren Typen abh�angen� Dies vereinfacht die Kon�
struktion der Semantik von Klassen erheblich� weil damit polymorphe Funktionen nicht als
sogenannte ��rst�class citizens� behandelt werden m�ussen� Zudem besteht kein Grund� das
Klassenkonzept komplizierter zu machen� als es unbedingt notwendig ist� Das von mir verwen�
dete Konzept der Typklassen hat sich f�ur die Entwicklung der Logik HOLCF als hinreichend
m�achtig erwiesen� Eine ausf�uhrliche Beschreibung der Modellierung von Klassen �ndet sich
in Abschnitt ����

Aufbauend auf der De�nition f�ur Signaturen werde ich jetzt rohe Terme �raw terms� preterms�
und dann wohlgeformte Terme �uber einer Signatur % einf�uhren� Ich werde dabei nicht nur
explizit getypte Terme� sondern auch teilweise getypte Terme zulassen� wie es der Praxis ent�
spricht� Allerdings wird jedem teilweise getypten Term t durch einen Typinferenzalgorithmus
in eindeutiger Weise ein vollgetypter Term t� zugeordnet� die sogenannte dekorierte Variante
des teilweise getypten Terms t� F�ur die De�nitionen der Semantik und des Deduktionssystems
werden nur vollgetypte� d�h� dekorierte Terme� verwendet� Die M�oglichkeit� Typinformation
in Termen wegzulassen� ist eine reine Schreiberleichterung f�ur den Benutzer� und die fehlende
Typinformation wird immer vom Typinferenzalgorithmus erg�anzt� Man kann also genau die
Typinformation weglassen� von der man wei�� da� sie vom Typinferenzalgorithmus erg�anzt
wird� Explizit getypt wird nur dann� wenn es die Lesbarkeit der Terme erh�oht oder wenn die
errechnete Typinformation allgemeiner w�are� als die erw�unschte�

De�nition ���� Rohe Terme RT� �uber Signatur %

Sei eine Signatur % � �$� C�KS� und die am Anfang des Abschnitts eingef�uhrte Menge
# von Termvariablen gegeben� Die Menge der rohen Typterme RT� �uber der Signatur
% ist dann durch folgende induktive De�nition gegeben�

RT ��� c falls c �e � C f�ur beliebiges e � T�
c �� falls c �e � C f�ur beliebiges e � T� und � � T�
x falls x � #
x �� falls x � # und � � T�
�RT�RT��
��x� RT�� falls x � #
��x �� � RT�� falls x � # und � � T�

Die Menge der Typvariablen in einem �rohen� Term t wird wie schon bei Typtermen mit
TV �t� bezeichnet und kann auf o�ensichtliche Weise aus den in t vorkommenden Typtermen
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� berechnet werden� Aus dem Kontext ist stets klar� ob bei Verwendung von TV �t� ein Term
oder ein Typterm gemeint ist�

Die Menge der frei vorkommenden Termvariablen in einem �rohen� Term t wird mit FV �t�
bezeichnet� die Menge der gebundenen Variablen mit BV �t�� Die De�nitionen f�ur FV �t� bzw�
BV �t� erfolgt auf die f�ur ��Terme �ubliche Weise und wird hier nicht wiederholt�

F�ur die induktive De�nition der wohlgeformten Terme verwende ich wie �ublich �Mit
	� Mit
��
Nip
�� einen Kalk�ul �term formation calculus�� Da Termvariablen durch die ��Abstraktion ge�
bunden und dadurch verschattet werden k�onnen� ben�otigt man einen Kontext f�ur die aktuelle
Typisierung der frei vorkommenden Termvariablen� der dynamisch wachsen und schrumpfen
kann�

De�nition ���� Typkontext & �uber Signatur %

Ein Typkontext & �uber der Signatur % � �$� C�KS� und den Termvariablen aus #
ist eine endliche Abbildung &�#� T�� die die aktuellen Typannahmen f�ur die freien
Variablen kodiert� F�ur die einzelnen Paare der endlichen Abbildung schreibe ich x �� �

De�nition ���� Wohlgeformte Terme T� �uber Signatur %

Die Menge der wohlgeformten Terme T� �uber der Signatur % � �$� C�KS� ist eine
Teilmenge von RT� und wird mit Hilfe einer induktiv de�nierten Relation

� 	 �#� T��� RT� � T�

charakterisiert�

Die Aussage �&� t� �� �� hei�t dabei�

Wenn man f�ur die freien Termvariablen im Term t annimmt� da� sie gem�a�
dem Typkontext & � fx� ���� � � � � xn ��ng getypt sind� dann hat der Term t
den Typ �

Die induktive De�nition der Relation � ist durch das folgende Ableitungssystem �term
formation calculus� gegeben� Statt �&� t� �� �� schreibe ich� der �ublichen Konvention
folgend� & � t ��� �

�const�
� � c ���

����	
falls c �e � C mit TV �e� � f��� � � � � �ng� n � 	
und es gibt Substitution � � f�� �� ��� � � � � �n �� �ng
so da� ��e� � �

�typed const�
� � c �� ���

�
Bedingung wie bei �const�

Bemerkung� Hier wird der Schemacharakter von c �e � C deutlich� Jede Instanz ��e�
des Typschemas e � T� mittels einer Typsubstitution � f�uhrt zu einem wohlgeform�
ten Term� Wenn speziell TV �e� � �� dann ist c �e keine polymorphe Konstante� Bei
der Formulierung der Substitution � habe ich statt der ausf�uhrlichen Schreibweise �iki
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kurz �i geschrieben� da in diesem Zusammenhang die Klasse ki� zu der �iki geh�ort�
uninteressant ist�

�var�
fx ��g � x ���

�typed var�
fx ��g � x �� ���

�weak�
&� � t ���

&� � &� � t ���

Bemerkung� Der Kontext &� mu� nat�urlich so geartet sein� da� &� � &� wieder ein
Kontext ist �rechtseindeutig�� Das gilt auch f�ur alle anderen Regeln� bei denen Kontexte
vereinigt werden�

�app�
&� � t� ���� � �� &� � t� ����

&� � &� � �t�t�� ����

�abs�
& � fx ���g � t ����
& � ��x� t� ���� � ��

�
falls x ��� �� &

�typed abs�
& � fx ���g � t ����

& � ��x ���� t� ���� � ��

�
falls x ��� �� &

Aufbauend auf diesem Kalk�ul wird die Menge T��� der wohlgeformten Terme vom Typ
� jetzt de�niert als�

T��� � ft j es gibt & und � so da� & � t ���g

Die Menge aller wohlgeformten Terme T� ist die Vereinigung �uber alle � � T��

T� �
�

��T�

T���

Im folgenden mu� ich �ofters Typsubstitutionen � �"� T� auf die Typtermanteile in Kontex�
ten� Termen bzw� ganzen Herleitungen anwenden� Die diesbez�uglichen Erweiterungen sind in
o�ensichtlicher Weise �uber den Aufbau der jeweiligen Struktur de�niert und seien hier nicht
besonders aufgef�uhrt� Auch die Erweiterung der Substitution � bezeichne ich stets wieder
mit ��

Der Uni�kationsalgorithmus UNIFY� und der Typinferenzalgorithmus TINF�� die ich beide
gleich beschreiben werde� ben�otigen w�ahrend der Arbeit immer wieder frische Typvariablen�
die noch niemals benutzt wurden� Will man die Bereitstellung von garantiert neuen Typva�
riablen funktional in die Algorithmen einbauen� so ergibt sich daraus ein erheblicher und nicht
trivialer Kodierungsaufwand� Eine solche rein funktionale L�osung wird in �NP
�� vorgestellt�
F�ur meine knappe Behandlung der Uni�kation und der Typinferenz in diesem Abschnitt werde
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ich mich jedoch� wie auch viele andere Autoren� auf die Annahme beschr�anken� da� zu je�
dem Zeitpunkt w�ahrend der Abarbeitung der Algorithmen f�ur jede Klasse k � K eine frische
Typvariable existiert� Diese werde ich stets mit newk bezeichnen� Eine solche Annahme ist
durchaus realistisch� da in konkreten Implementierungen neue Variablen durch eine Funktion
New�k� generiert werden k�onnen� die an einen� f�ur den Benutzer verbotenen� Standardva�
riablennamen den Wert eines lokalen Z�ahlers anh�angt� Dieser Z�ahler wird bei jedem Aufruf
inkrementiert� Die Funktion New arbeitet dabei nat�urlich mit einem Seitene�ekt� was zu
einer nicht mehr ganz funktionalen Implementierung f�uhrt�

Der Uni�kationsalgorithmus UNIFY�� den ich hier pr�asentiere� ist bis auf eine minimale
�Anderung identisch mit �Nip
��� Der Unterschied besteht lediglich darin� da� mein Uni�ka�
tionsalgorithmus im Aufruf neben den Uni�kationspaaren noch eine zus�atzliche Menge von
schreibgesch�utzten Typvariablen als Argument erh�alt� Die Substitution� die UNIFY� als all�
gemeinsten Uni�kator berechnet� bildet diese Typvariablen stets identisch in sich selbst ab�
�Uber diesen Mechanismus wird die vom Benutzer explizit angegebene Typinformation in den
Termen unver�andert �ubernommen und somit respektiert�

Die Aufgabe des Uni�kationsalgorithmus UNIFY� l�a�t sich wie folgt beschreiben� Sei R eine
endliche Menge von schreibgesch�utzten Typvariablen und E � ����� � ���� � � � � ��n� �

�
n�� eine Liste

von Uni�kationspaaren� Der Algorithmus UNIFY��R�E� soll� falls dies �uberhaupt m�oglich
ist� eine �allgemeinste� Typsubstitution � berechnen� so da� f�ur alle Paare ��i� � �i� in der Liste
E gilt� ���i� � ��� �i�� Weiterhin sollen alle Typvariablen �k � R identisch abgebildet werden�
d�h� ���k� � �k�

De�nition ���� Ordnungssortierte Uni�kation UNIFY��R�E� nach 
Nip���

Sei $ � �K��� TC� eine Typsignatur� R 	 " eine endliche Menge von schreibgesch�utz�
ten Typvariablen �read only variables� und E � ����� � ���� � � � � ��n� �

�
n�� eine Liste von

Uni�kationspaaren� Der Algorithmus UNIFY��R�E� wird �uber ein Termersetzungssy�
stemV��R de�niert� In der nachfolgenden Beschreibung steht e �� l f�ur das Anf�ugen des
Elements e an die Liste l� und l�'l� steht f�ur die Konkatenation der Listen l� und l��

UNIFY��R�E� �

�
� falls hE� �i V��R h��� �i
fail sonst

Das Termersetzungssystem hE�� ��i V��R hE�� ��i ist de�niert wie folgt�

�vv� h��k � �k� �� E� �i V��R hE� �i

�tv� h�� � �k� �� E� �i V��R h��k � �� �� E� �i
falls � �� " nR und �k � " nR

�vt� h��k � �� �� E� �i V��R h!��E�� !� � �i
falls �k � " nR und �k �� TV ���
wobei b� � weak��R��� k�
und !� � b� � f�k �� b����g

�tt� h��� � � � �ntc � � �� � � � �
�
ntc� �� E� �i V��R h��� � � ��� � � � � �n � � �n�'E� �i
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Im Fall �vv� sind die Variablen gleich und es ist nichts zu tun� im Fall �tv� werden
die Positionen getauscht� falls � keine schreibbare Typvariable ist und �k schreibbar
ist� Der Fall �tt� verlagert das Uni�kationsproblem auf Teilterme� Der Fall �vt� ist
der interessanteste� Hier wird eine Substitution f�ur �k erzeugt� falls �k schreibbar
ist und nicht in � vorkommt �occurs check�� Vorher m�ussen jedoch die schreibbaren
Typvariablen in � so durch kleinere neue Typvariablen ersetzt werden� damit ein Term
der Klasse k entsteht� Diese Abschw�achung wird durch die Substitution weak��R��� k�
vorgenommen� Die Funktion weak��R berechnet� falls m�oglich� eine Substitution f�ur
schreibbare Typvariablen in � � so da� weak��R��� k� � T��k� Die Funktion weak��R wird
ihrerseits �uber eine Hilfsfunktion w��R berechnet�

weak��R��� k� � w��R����� k��� ��

Die Hilfsfunktion w��R ist de�niert wie folgt�

w��R���� � � 

w��R���k� k
�� �� ps� � �

������������	

w��R�ps� � falls k � k�

w��R�
��ps�� � � � falls k � k� und �k � " nR

und glb�k� k�� de�niert
Dabei ist � � �k �� newglbk�k��

fail sonst

w��R���� � � � �ntc� k� �� ps� � �

��������	
w��R������ k��� � � � � ��n� kn��'ps� �

falls maxdom�tc� k� de�niert
und maxdom�tc� k� � �k�� � � � � kn�

fail sonst

Die Hilfsfunktion glb ist dabei de�niert als�

glb�k�� k�� �

�
k falls max �k� u k�� � fkg
fail sonst

Theorem ��� Eigenschaften von UNIFY�

Der Algorithmus UNIFY � hat folgende Eigenschaften

�� UNIFY � ist korrekt� d�h� wenn UNIFY��R�E� � �� dann gilt ���i� � ��� �i� f�ur
alle Paare ��i� � �i� in E�

�� UNIFY � berechnet den allgemeinsten Uni�kator� d�h� wenn es einen Uni�kator !�
f�ur E gibt� dann gibt es stets eine Substitution ��� so da� !� � �� �UNIFY��R�E��

�� UNIFY � respektiert die schreibgesch�utzten Typvariablen� d�h� wenn
UNIFY ��R�E� � �� dann gilt ���� � � f�ur alle � � R�

Beweis� F�ur die ersten beiden Behauptungen siehe �Nip
�� und weiterf�uhrende Literatur�
Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus der De�nition f�ur UNIFY��
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Mit Hilfe des Unifkationsalgorithmus UNIFY� kann jetzt leicht ein Typinferenzalgorithmus
TINF� f�ur wohlgeformte Terme formuliert werden� Im Gegensatz zu den meisten Typin�
ferenzalgorithmen berechnet der hier vorgestellte Algorithmus nicht nur den allgemeinsten
Typ eines Terms� sondern liefert eine komplette Typherleitung f�ur die Wohlgeformtheit des
Terms� Diese Typherleitung wird dann benutzt� um die dekorierte �vollgetypte� Variante des
wohlgeformten Terms zu berechnen� die ihrerseits zur De�nition der Semantik herangezogen
wird�

Der im folgenden pr�asentierte Algorithmus TINF� berechnet� falls dies �uberhaupt m�oglich
ist� eine Typherleitung f�ur die Wohlgeformtheit des Terms t� Insbesondere wird dabei jeg�
liche explizite Typinformation im Term t respektiert� d�h� der Algorithmus h�alt sich an die
vom Benutzer vorgegebenen Typen und vesucht nicht� eine allgemeinere Typinformation zu
berechnen� Die De�nition des Algorithmus ist grob an �Mit
�� angelehnt�

De�nition ���� Typinferenzalgorithmus TINF�

Der Algorithmus TINF� benutzt eine Hilfsfunktion WF��R� die als zus�atzliches Argu�
ment die Menge der in t vorkommenden Typvariablen erh�alt� Diese Typvariablen werden
als schreibgesch�uzte Variablen behandelt� und somit wird die explizit in t vorkommende
Typinformation respektiert�

TINF��t� �WF��TV t��t�

Die Hilfsfunktion WF��R wird induktiv �uber den Aufbau des rohen Terms t de�niert�

�var�

WF��R�x� � fx ��g � x ��� where � � new top

�typed var�

WF��R�x ��� � fx ��g � x �� ���

�const�

WF��R�c� �

if c �e � C mit TV �e� � f��k�� � � � � �nkng� n � 	

then

let � � f��k� �� newk�� � � � � �nkn �� newkng

in � � c ����e�

else fail

�typed const�

WF��R�c ��� �

if c �e � C mit TV �e� � f��k�� � � � � �nkng� n � 	

then

let !� � f��k� �� newk�� � � � � �nkn �� newkng
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�� � UNIFY ��R� ��!��e�� ����

in � � c �� ���

else fail

�abs�

WF��R��x�t� �

let
D

& � t ���
�WF��R�t�

in

if �x� �� � & for some �

then
WF��R�t�

& n f�x� ��g� ��x�t� ��� � �

else

let � � new top

in

WF��R�t�
& � f�x� ��g � t ���

& � ��x�t� ���� �

�typed abs�

WF��R��x �� �t� �

let
D

& � t ���
�WF��R�t�

in

if �x� ��� � & for some ��

then

let � � UNIFY��R� ����� ����

in �



WF��R�t�

& n f�x� ���g � ��x ����t� ���� � �

�

else

WF��R�t�
& � f�x� ��g � t ���

& � ��x �� �t� ��� � �

�app�

WF��R�t�t�� �

let
D�

&� � t� ����
�WF��R�t��

D�

&� � t� ����
�WF��R�t��

� � new top



�� HOLC� Eine Logik h�oherer Stufe mit Typklassen

E � ���� ��� j �x��x� �� � &� � �x� �
�� � &��

� � UNIFY��R� ���� �� � �� �� E�

in
��WF��R�t��� ��WF��R�t���

��&�� � ��&�� � ��t�t�� ������

Bemerkungen zum Algorithmus TINF��

�const�� Hier wird der Schemacharakter des Typs e der Konstanten c deutlich� Es wird
jedesmal eine neue Instanz gebildet� wobei die Typvariablen in e durch frische Variablen
der selben Klasse ersetzt werden� Die Substitution � ist die in der De�nition ����
geforderte Instanz�

�typed const�� Wie auch bei der Regel �const� werden hier zuerst die Schemavariablen
mittels !� umbenannt� Dann wird gepr�uft� ob der explizite Typ � eine korrekte Instanz
des Typschemas e ist� Falls die Uni�kation eine Substitution �� berechnen kann� so gilt
o�ensichtlich ���!��e�� � ����� � � � da TV ��� 	 R� Die geforderte Substitution ist also
�� � !��

�typed abs�� Die im if �Fall angewendete Substitution � erzeugt sicher die gew�unschte Her�
leitung f�ur �x �� �t� da ����� � ���� � � wegen TV ��� 	 R�

�app�� Der Kontext ��&�� � ��&�� ist sicher wohlgeformt� da evtl� Kollisionen durch die
per Uni�kation berechnete Substitution � eliminiert werden� Weiterhin gilt ����� �
���� � �� � ������� ������

Der eben vorgestellte Typinferenzalgorithmus TINF� ist korrekt und vollst�andig� Es lassen
sich folgende Theoreme formulieren�

Theorem ��	 Korrektheit von TINF�

Wenn der Algorithmus TINF�� angewendet auf den �rohen� Term t� nicht mit Fehler
abbricht� dann erzeugt er eine Typherleitung D f�ur den Term t gem�a� der De�nition
����� die mit & � t ��� endet� Insbesondere gilt dann�

t � T���

FV �t� � FV �&�
TV �t� 	 TV �&� � TV ���

Beweis� Induktion �uber den Aufbau des Terms t und Verwendung der Eigenschaften
des Uni�kationsalgorithmus UNIFY ��

Theorem ��
 Vollst�andigkeit von TINF�

Wenn es f�ur einen �rohen� Term t eine Typherleitung D� gibt� die mit &� � t ��� � endet�
dann �ndet auch der Algorithmus TINF� eine Herleitung D� die mit & � t ��� endet�
Insbesondere gibt es auch eine Typsubstitution �� so da� ���� � � � und ��&� 	 &�� Der
Algorithmus TINF� berechnet also eine allgemeinste Herleitung und einen allgemein�
sten Typ �principal type��
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Beweis� Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit kann man annehmen� da� in der Her�
leitung D� die Regel �weak� nur angewendet wird� falls dies unbedingt notwendig ist�
das hei�t so sp�at wie m�oglich� Eine diesbez�ugliche Normalisierung der Herleitungen ist
immer m�oglich� Induktion �uber den Aufbau dieser normalisierten Herleitung D� liefert
dann das gew�unschte Resultat� Dabei werden nat�urlich wieder die Eigenschaften des
Uni�kationsalgorithmus UNIFY� eingesetzt�

Die obigen Theoreme geben Anla� zu folgender De�nition�

De�nition ���	 Generischer Typ� generischer Kontext� generische Herleitung

Wenn der Algorithmus TINF�� angewendet auf den �rohen� Term t� nicht mit Fehler
abbricht� sondern eine Typherleitung D erzeugt� die mit & � t ��� endet� so hei�t D
die generische Herleitung von t �i�Z� GD��t��� Der Kontext & hei�t generischer Kon�
text von t �i�Z� GC��t��� und der Typ � hei�t generischer Typ von t �i�Z� GT��t���
Statt �generisch� verwende ich bisweilen auch �allgemeinst��principal�� Wenn es aus dem
Zusammenhang klar ist� dann lasse ich den Index % weg�

Der Algorithmus TINF� berechnet� falls m�oglich� f�ur einen Term t eine generische Herleitung
D� W�ahrend der Typinferenz wird die vollst�andige Typinformation f�ur alle Teilterme von t
berechnet� Diese Information� zu der insbesondere alle Instanzen von Konstanten und Typen
von freien und gebundenen Variablen z�ahlen� wird allerdings nicht im Term abgespeichert�
sondern bis auf die Typen der freien Variablen� die durch den generischen Kontext & erh�alt�
lich sind� wieder vergessen� In der Praxis� etwa im Isabelle�System� wird dies nat�urlich nicht
so gehandhabt� sondern dort wird w�ahrend der Typinferenz schrittweise eine vollgetypte Va�
riante� die sogenannte dekorierte Variante� des Terms t erzeugt� in der alle Vorkommen von
Konstanten und freien bzw� gebundenen Variablen explizit getypt sind�

Der Einfachheit halber habe ich die Dekoration der Terme nicht in den Typinferenzalgo�
rithmus eingearbeitet� sondern schalte die Dekorationsphase als zweite Phase nach� Meine
Vorgehensweise unterscheidet sich von der in der Literatur �Mit
�� Jon
�� �ublichen dadurch�
da� mein Typinferenzalgorithmus schon teilweise getypte Terme als Eingabe akzeptiert und
diese partielle Typinformation auch respektiert� Bei der herk�ommlichen Formulierung des
Typinferenzproblems �Mit
�� geht man davon aus� da� die Eingabe t keinerlei Typinforma�
tion enth�alt und erzeugt dann w�ahrend der Typinferenz eine Herleitung f�ur eine vollgetypte
Variante t�� so da� nach Entfernen �erase function� s�amtlicher expliziter Typinformation in t�

gerade wieder t entsteht� Diese Charakterisierung der Typinferenzaufgabe ist bei Behandlung
von teilweise getypten Termen nat�urlich nicht mehr m�oglich�

Bei den De�nitionen f�ur Theorien� der Semantik und des Deduktionssystems werde ich mich
ausschlie�lich auf vollgetypte Terme beschr�anken� da in diesem Zusammenhang die Verwen�
dung von nur teilweise getypten Termen nicht sinnvoll erscheint� Es folgen jetzt die De�ni�
tionen f�ur die Dekoration von Termen und die Teilmenge der vollgetypten Terme�

De�nition ���
 Dekoration von Termen

Sei t � T� ein wohlgeformter Term� Seine explizit getypte Variante �dekorierte Va�
riante� dec�t� ist der Term� der am Ende der dekorierten Herleitung DEC �TINF��t��
steht� Der Algorithmus DEC f�ur die Erzeugung der dekorierten Herleitung ist �uber den
Aufbau der Herleitung D � TINF��t� de�niert�
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Fall �const� mit D � � � c ���

DEC �D� � � � c �� ���

Fall �typed const� mit D � � � c �� ���

DEC �D� � D

Fall �var� mit D � f�x� ��g � x ���

DEC �D� � f�x� ��g � x �� ���

Fall �typed var� mit D � f�x� ��g � x �� ���

DEC �D� � D

Fall �weak� mit D �
D�

& � t ���

DEC �D� �

let
D�


&� � t� ���
� DEC �D��

in
DEC �D��

& � t� ���

Fall �app� mit D �
D� D�

& � �t�t�� ����

DEC �D� �

let
D�


&� � t�� ���� � ��
� DEC �D��

D�


&� � t�� ����
� DEC �D��

in
DEC �D�� DEC �D��

& � �t��t
�
�� ����

Fall �abs� mit D �
D�

& � ��x�t� ���� � ��

DEC �D� �
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let
D�


& � fx ���g � t� ����
� DEC �D��

in
DEC �D��

& � ��x ����t�� ���� � ��

Fall �typed abs� mit D �
D�

& � ��x ����t� ���� � ��

DEC �D� �

let
D�


& � fx ���g � t� ����
� DEC �D��

in
DEC �D��

& � ��x ����t�� ���� � ��

Die dekorierte Variante dec�t� des teilweise getypten Terms t wird de�niert als�

dec�t� �

let
D

& � t� ���
� DEC �TINF��t��

in t�

Nun kann die Teilmenge DT� der dekorierten Terme de�niert werden�

De�nition ��� Dekorierte Terme DT�

Die Teilmenge der dekorierten Terme DT��� vom Typ � ist de�niert als�

DT��� � ft j t � T��� � dec�t� � tg

Die Menge aller dekorierten Terme ergibt sich durch die Vereinigung �uber alle � �

DT� �
�

��T�

DT���

Als n�achstes f�uhre ich den Begri� der Formel ein� Wie in HOL �ublich� wird die Menge der
Formeln durch alle Terme vom Typ bool gebildet� Da in Theorien aber nur vollgetypte Terme
eine Rolle spielen� ist die De�nition der Formeln auf vollgetypte Terme eingeschr�ankt�

De�nition ���� Formeln

Die Menge der Formeln FORM� �uber der Signatur % ist de�niert als�

FORM� � DT
��bool
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Um in den folgenden Abschnitten die Terme lesbarer zu machen� f�uhre ich nun noch kurz eine
bequemere Schreibweise f�ur die speziellen Konstanten der Standardsignatur %Min ein� Sie ent�
spricht der Schreibweise im Isabelle�System� wo f�ur Konstanten beliebige Mix�x�Schreibweisen
vereinbart werden k�onnen� die dann vom System automatisch in die interne und o�zielle Form

�uberf�uhrt werden� In der rechten Spalte sind die Priorit�aten f�ur die Au��osung der Mix�x�
Schreibweise angegeben� Durch die Zuordnung von Priorit�aten lassen sich viele Klammern
sparen� Die technischen Details zu dieser Art von Priorit�atsgrammatiken k�onnen in �Pau
��
nachgelesen werden� In der nachstehenden Tabelle lasse ich wieder die explizite Typinforma�
tion weg� die Terme seien aber trotzdem mittels dec vollgetypt�

Extern Intern Mix�x�Priorit�at

Implikation t� � t� ��� t��t�� Rechts ��
Identit�at t� � t� �� � t��t�� Links �	
Hilbert�Deskriptor 
x� P �
��x� P �� Binder �	

Jetzt ist fast alles eingef�uhrt� was zur De�nition des Begri�s der Theorie in HOLC ben�otigt
wird� Eine letzte vorbereitende De�nition ist noch notwendig� um die Signatur einzu�
schr�anken� �uber der die charakteristischen Axiome einer Klasse gebildet werden� Die cha�
rakteristischen Axiome der Klasse k � K sollen bis auf die charakteristischen Konstanten der
Klasse k unabh�angig von der Klasse k und all ihren Teilklassen sein� damit eine schichtweise
Einf�uhrung von Klassen m�oglich ist�

De�nition ���� Eingeschr�ankte Signatur % n k

Sei % � �$� C�KS� eine Signatur und k �� top� Die Komponenten der bzgl� der Klasse
k � K eingeschr�ankten Signatur % n k � �$ n k� C n k�KS n k� sind de�niert wie folgt�

$ n k ist bekannt aus De�nition ��


C n k � fc �� � C j � � T�nk � ��TV ����
S
k��k "k� �� ��� c �� � KSk�g

KS n k � �KSk��k��K�k� ��k

Bemerkung�
Mit obiger De�nition gilt insbesondere� da� KSk 	 C n k und da� KSk ein Element der
Familie KS n k ist� Die etwas umst�andliche Bedingung bei der Mengenkomprehension ist
notwendig� weil � � T�nk nicht ausschlie�t� da� � Typvariablen einer Klasse k

� mit k� � k
enth�alt�

����� Theorien

In diesem Abschnitt wird der Begri� der Theorie eingef�uhrt�

De�nition ���� Theorie

Eine %�Theorie Th � �%� Ax�KAx� ist ein Tripel mit folgenden Eigenschaften�
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E�� % � �$� C�KS� ist eine Signatur�

E�� Ax 	 FORM� ist eine endliche Teilmenge von Formeln� den sogenannten Axiomen
der Theorie�

Bemerkung� Die Axiome d�urfen freie Variablen enthalten� Diesem Umstand wird
bei der De�nition von Modellen und im Deduktionssystem Rechnung getragen�

E�� KAx � �KAxk�k�K ist eine K�indizierte Familie von Axiomen� Dabei gilt�

E����
S
k�KKAxk 	 Ax� Die Mengen KAxk dienen also nur dazu� um gewisse
Axiome aus Ax als charakteristisch f�ur eine Klasse auszuzeichnen� F�ur je�
des k � K hei�t KAxk die Menge der charakteristischen Axiome der Klasse k�
Diese Axiome m�ussen in jedem Typ der Klasse k gelten �siehe Semantik��

E���� Die Signatur der charakteristischen Axiome KAxk wird noch speziell einge�
schr�ankt� F�ur alle Klassen k � K gibt es� wie schon in De�nition ���	� jeweils
eine ausgezeichnete Typvariable �k � "k� die sogenannte Klassenvariable� so
da� gilt�

�ax � KAxk� TV �ax� � f�kg � ax � FORM�nk

Die Bedingung E� garantiert� da� die charakteristischen Axiome der Klasse k bis auf die
charakteristischen Konstanten der Klasse unabh�angig von der Klasse k sind� und da� genau
eine Typvariable der Klasse k� n�amlich die Klassenvariable �k� in den Typen vorkommt�

Damit sind jetzt alle Begri�e f�ur die Syntax von HOLC eingef�uhrt� Im n�achsten Abschnitt
werde ich eine darauf aufbauende Semantik f�ur HOLC angeben�

��� Semantik von HOLC

In diesem Abschnitt werde ich die Semantik von HOLC de�nieren� Die Semantik von HOLC
basiert auf der Semantik von HOL� wie sie in �GM
�� de�niert wurde� Um die syntaktischen
Konzepte bzgl� der Typklassen zu re�ektieren� waren jedoch einige Erweiterungen notwen�
dig� Die grundlegenden Ideen der Semantik f�ur HOLC habe ich ja bereits in Abschnitt ���
dargelegt� Hier erfolgt nun die formale De�nition�

����� Modelle f�ur Typsignaturen

Zur Interpretation f�ur Typterme und Terme ben�otigt man ein Universum von Mengen� Dieses
Universum� das die Grundlage f�ur alle Interpretationen ist� entspricht bis auf die zus�atzliche
Abschlu�eigenschaft �E�� genau dem in �GM
�� eingef�uhrten� Es wird durch folgende De�ni�
tion charakterisiert�

De�nition ���� Pr�auniversum PU

Ein Pr�auniversum PU ist eine Menge von Mengen�	� den sogenannten Tr�agermengen�
die folgende Abschlu�eigenschaften erf�ullt�

��das Universum PU mu� wieder die Eigenschaften einer Menge und nicht nur die einer Klasse im mengen�
theoretischen Sinn haben�
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E�� Jedes Element in PU ist eine nichtleere Menge�

E�� Wenn X � PU und Y 	 X mit Y �� �� dann ist auch Y in PU �

E�� Wenn X � PU und Y � PU � dann ist auch das kartesische Produkt beider Mengen
X � Y in PU �

E�� Wenn �Xi�i�� eine Familie nichtleerer Mengen mit Xi � PU f�ur alle i � �� dann
ist auch das abz�ahlbar unendliche Produkt ��i��Xi� in PU �

E�� Wenn X � PU � dann ist auch die Potenzmenge ��X� � fY j Y 	 Xg in PU �

E�� Das Pr�auniversum PU enth�alt eine unendliche Menge Inf �

E�� Es gibt eine Auswahlfunktion ch � �X�PUX � die jeder MengeX � PU ein Element
ch�X� � X zuordnet�

Mit Hilfe einer axiomatischen Mengentheorie� etwa der Zermelo�Fraenkel Theorie mit Aus�
wahlaxiom �ZFC�� kann die Existenz solcher Pr�auniversen gezeigt werden� In ZFC lassen
sich dann auch noch die untenstehenden zus�atzlichen Eigenschaften von Pr�auniversen als
Theoreme aus E��E� ableiten�

E�� Wenn X � PU und Y � PU � dann ist auch die Menge aller totalen Funktionen Y X in
PU � Y X bezeichnet dabei wie �ublich den vollen Funktionenraum �uber X und Y �

E
� Es gibt eine zweielementige Menge Two � PU mit Two � fT� Fg�

Bis auf die Bedingung E� entsprechen die Abschlu�eigenschaften genau denjenigen� die auch
in �GM
�� gefordert werden� Die Forderung E� wurde von mir aufgenommen� um bei der
Entwicklung von LCF in HOLC auch semantische Bereiche f�ur die L�osung von rekursiven Be�
reichsgleichungen zur Verf�ugung zu haben� Hier wird ja bekannterweise bei der Konstruktion
des Inversen�Limes eine Teilmenge des unendlichen Kreuzprodukts mit der entsprechenden
punktweisen Ordnung als Teil des Co�Limes ben�otigt� Die Eigenschaft E� garantiert� da�
der Tr�ager f�ur den Bereich des unendlichen Kreuzprodukts zur Verf�ugung steht� Mehr dazu
sp�ater im Kapitel ��

In der informellen Erkl�arung der Semantik von Typklassen in Abschnitt ��� habe ich vereinfa�
chend angenommen� da� die Interpretation f�ur einen Typ � in der Klasse k eine mathematische
Struktur X ist� die neben einem Tr�ager carX noch die Interpretationen f�ur die charakteri�
stischen Konstanten der Klasse k enth�alt� F�ur die formale De�nition der Semantik ist es
jedoch notwendig� die Interpretationen f�ur die charakteristischen Konstanten der Klasse k
und all ihren Oberklassen gemeinsam in geeigneter Weise in der Struktur X zu kodieren� Ein
entscheidender Punkt dabei ist� da� die De�nition der fgt�Funktion auch m�oglich sein mu��
wenn die Klasse k mehrere unmittelbare Oberklassen k� bis kn hat� Es mu� also in irgendei�
ner Weise in der Struktur X kodiert werden� welche Information vergessen werden darf� wenn
man aus der Struktur X in der Klasse k durch Anwendung von fgt eine Struktur bX in einer
der Klassen ki machen will�

Diese Idee der Strukturierung der Interpretationen f�ur charakteristische Konstanten wird in
den folgenden De�nitionen formalisiert� Zuerst werden die unmittelbaren Oberklassen� d�h�
die direkten Nachfolger bzgl� der Klassenordnung charakterisiert�
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De�nition ���� Direkter Nachfolger

Sei $ � �K��� TC� eine Typsignatur und k� � K� Eine Klasse k� � K hei�t direkter
Nachfolger von k� �i�Z� k��k��� wenn

k� � k� � ���k � K� k� � k � k � k��

Dabei ist die Ordnung � der irre�exive Anteil der Klassenordnung � mit der o�ensicht�
lichen Vereinbarung�

k� � k� �� k� � k� � k� �� k�

Da K eine endliche Menge von Klassenidenti�katoren ist und � per De�nition eine partielle
Ordnung auf K ist� hat die gerade de�nierte Relation � die Eigenschaften einer fundierten
Ordnung� Dies wird gleich durch folgende rekursive De�nition ausgen�utzt� die die Kodierung
f�ur die Interpretationen von charakteristischen Konstanten festlegt�

De�nition ���� Konstantenstruktur f�ur die Klasse k

Sei $ � �K��� TC� eine Typsignatur und k � K� Eine Konstantenstruktur stru f�ur die
Klasse k ist ein Paar� dessen Eigenschaften durch folgende rekursive De�nition gegeben
sind�

Basisfall k � top�
In diesem Fall ist stru das Paar �const� strufam� mit const � � und strufam � ��

Induktionsschritt k �� top�
In diesem Fall ist stru ein Paar �const� strufam�� so da� folgende Eigenschaften
gelten�

B�� const ist eine endliche Abbildung von Konstantenidenti�katoren aus CID in
die Menge

S
X�PU X �

B�� strufam ist eine endliche Abbildung der Menge fk� j k� � K � k�k�g in Kon�
stantenstrukturen� so da� das Bild strufam�k�� jeweils eine Konstantenstruktur
der Klasse k� ist�

Eine Konstantenstruktur f�ur die Klasse top ist also stets trivial� da es keine charakteristischen
Konstanten zu interpretieren gibt und auch keine Nachfolger da sind�

Wenn die Klasse k nicht top ist� dann sind �uber die Funktion const die Interpretationen der
charakteristischen Konstanten der Klasse k erreichbar� In der obigen De�nition wird nur ver�
langt� da� const irgendwelche Konstanten in irgendwelche Elemente eines beliebigen Tr�agers
abbildet� Sobald wir eine Signatur % haben� wird diese Bedingung nat�urlich dahingehend
versch�arft� da� genau die charakteristischen Konstanten c �� � KSk abgebildet werden und
da� die Bilder typkorrekt bzgl� der Typen � sind�

Die Bedingung B� der obigen De�nition zeigt deutlich die Modellierung der Instanzen von
charakteristischen Konstanten� Die Instanz mu� ein Element einer Menge X � PU sein�
Diese Forderung motiviert nachtr�aglich die syntaktischen Bedingungen E��� und E��� aus
der De�nition ���	 f�ur Signaturen�
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Die Abbildung strufam kodiert eine mit den direkten Nachfolgern der Klasse k indizierte Fami�
lie von Konstantenstrukturen� so da� unter dem Index k� gerade immer eine Konstantenstruk�
tur der Klasse k� erreicht werden kann� �Uber strufam sind also die Konstantenstrukturen aller
direkten Nachfolger zugreifbar� Wenn k�k�� dann sind in der Konstantenstruktur strufam�k��
unter der dortigen Komponente const die Interpretation der charakteristischen Konstanten
der Klasse k� kodiert� und unter der Komponente strufam wieder die Konstantenstrukturen
der direkten Nachfolger von k�� Dies geht so weiter� bis man bei Konstantenstrukturen der
Klasse top anlangt� die nicht weiter strukturiert sind�

Wenn man eine Konstantenstruktur der Klasse k� gegeben hat� so kann man immer eine Kon�
stantenstruktur der Klasse k� daraus erzeugen� wenn k� � k�� Man mu� dazu nur irgendeinen
Pfad �k�� � � � � k�� von k� nach k� berechnen und entlang dieses Pfades �uber sukzessive Anwen�
dung der Funktionen strufam die irrelevanten Anteile vergessen� Hier steckt im Prinzip schon
die Idee der fgt�Funktion verborgen� Damit man aber fgt als Funktion de�nieren kann� mu�
es egal sein� welchen Pfad von k� nach k� man dabei ausw�ahlt� Hieraus ergibt sich eine Art
Kon�uenzbedingung� die durch die folgenden zwei De�nitionen charakterisiert ist�

De�nition ���� Pfad

Seien c�� c� � K mit c� � c�� Eine nichtleere Liste von Klassen P � �k�� � � � � kn� hei�t
Pfad von c� nach c�� wenn�

�� P � �k� �� c� � k � c�

�� P � �k� �� k� �� ps� �� c� � k� � k��k� � �k� �� ps� ist Pfad von k� nach c�

De�nition ���	 Konsistente Konstantenstruktur

Eine Konstantenstruktur stru f�ur eine Klasse c� � K hei�t konsistent� wenn f�ur eine
beliebige Klasse c� � K mit c� � c� und beliebige Pfade p�� p� von c� nach c� gilt�

fgt path�p���stru� � fgt path�p���stru�

wobei

fgt path��k���stru� � stru
fgt path�k� �� k� �� ps��const� strufam� � fgt path�k� �� ps��strufam�k���

F�ur konsistente Konstantenstrukturen der Klasse c� � K ist es also gleichg�ultig� welchen Pfad
man w�ahlt� um per fgt path eine Konstantenstruktur der Klasse c� � K mit c� � c� zu erzeu�
gen� Aus der De�nition f�ur konsistente Konstantenstrukturen folgt unmittelbar� da� das Paar
��� �� eine konsistente Konstantenstrutkur der Klasse top ist� Im allgemeinen gilt das folgende
Theorem� dessen G�ultigkeit direkt aus der De�nition f�ur konsistente Konstantenstrukturen
folgt�

Theorem ��

Wenn stru eine konsistente Konstantenstruktur der Klasse c� � K und p ein Pfad von c�
nach c� � K� dann ist fgt path�p��stru� eine konsistente Konstantenstruktur der Klasse
c��



��� Semantik von HOLC ��

F�ur konsistente Konstantenstrukturen kann man jetzt eine einfachere Vergi�funktion fgt
einf�uhren�

De�nition ���
 fgt f�ur konsistente Konstantenstrukturen

Seien c�� c� � K mit c� � c� und stru eine konsistente Konstantenstruktur der Klasse
c�� Die Funktion fgtc��c� � die aus stru eine konsistente Konstantentstruktur der Klasse
c� erzeugt� ist dann de�niert wie folgt�

fgtc��c��stru� � fgt path�p��stru�

wobei p ein beliebiger Pfad von c� nach c� ist�

F�ur je zwei Klasse c�� c� � K mit c� � c� ist hiermit also eine Vergi�funktion fgtc��c� de�niert�
F�ur diese Funktionen gilt au�erdem folgende Kon�uenzeigenschaft�

Theorem ��� Konuenz von fgt

Seien c�� c�� c� � K mit c� � c� � c� und stru eine konsistente Konstantenstruktur der
Klasse c�� Dann gilt stets�

fgtc��c��stru� � fgtc��c��fgtc��c��stru��

Beweis� Die Eigenschaft folgt unmittelbar aus der Konsistenz der Konstantenstruktur
stru�

Mit den obigen De�nitionen haben wir die Kodierung f�ur die Interpretationen der charakteri�
stischen Konstanten festgelegt� Jetzt k�onnen wir die Elemente beschreiben� die die Interpre�
tationen f�ur Typen sein werden� Aus der informellen Einf�uhrung in Abschnitt ��� wissen wir�
da� Typen der Klasse k als Elemente in einem speziellen Universum f�ur die Klasse k interpre�
tiert werden� Diese Elemente� die ich als Strukturen der Klasse k bezeichnen werde� bestehen
aus einer Tr�agermenge des Pr�auniversums PU und einer konsistenten Konstantenstruktur
der Klasse k� Bisweilen werde ich die Strukturen der Klasse k auch als Algebren bezeichnen�
obwohl diese Bezeichnung nicht ganz zutre�end ist� da bei Algebren die Operationen nicht so
hierarchisch strukturiert sind� wie es hier bei den Konstantenstrukturen der Fall ist�

De�nition ��� Strukturen der Klasse k

Sei k � K� Eine Struktur �Algebra� der Klasse k ist ein Paar X � �car� stru�� so da�
car � PU eine Tr�agermenge und stru � �const� strufam� eine konsistente Konstanten�
struktur der Klasse k ist�

Zur Schreiberleichterung werden folgende Selektoren auf Strukturen vereinbart� die der
Einfachheit halber den selben Namen wie die selektierte Komponente haben sollen� Sei
X � �car� stru� mit stru � �const� strufam�� dann wird de�niert�

car�X� � car

stru�X� � stru

const�X� � const

strufam�X� � strufam
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Mit der obigen De�nition folgt sofort� da� f�ur alle car � PU das Tupel �car� ��� ��� eine
Struktur der Klasse top ist�

Die Vergi�funktion f�ur konsistente Konstantenstrukturen l�a�t sich jetzt in o�ensichtlicher
Weise auf Strukturen fortsetzten�

De�nition ���� fgt f�ur Strukturen

Seien c�� c� � K Klassen mit c� � c� und sei X eine Struktur der Klasse c�� Dann ist
die Vergi�funktion fgtc��c� de�niert wie folgt�

fgtc��c��X� � �car�X�� fgtc��c��stru�X���

Aus dieser De�nition folgt unmittelbar das nachstehende Theorem� dessen Beweise wieder
o�ensichtlich ist�

Theorem ���� Carrier�Lemma

Wenn X eine Struktur der Klasse c� und c� � c�� dann ist fgtc��c��X� eine Struktur der
Klasse c�� Insbesondere gilt�

car�X� � car�fgtc��c��X��

Alle Strukturen� die �uber fgt �in Beziehung stehen�� haben also die gleichen Tr�agermengen�
Diese Eigenschaft wird sp�ater bei der Interpretation von �uberladenen Typkonstruktoren wich�
tig sein� Aufgrund der Fortsetzung der Funktion fgt auf Strukturen gilt jetzt nat�urlich auch
folgender Satz�

Theorem ���� Konuenz von fgt f�ur Strukturen

Seien c�� c�� c� � K mit c� � c� � c� und X eine Struktur der Klasse c�� Dann gilt stets�

fgtc��c��X� � fgtc��c��fgtc��c��X��

Beweis� folgt unmittelbar aus der De�nition

Jetzt sind alle Begri�e eingef�uhrt� die zur De�nition von Modellen f�ur Typsignaturen $
ben�otigt werden�

De�nition ���� Modelle f�ur Typsignaturen $

Ein Modell TM � �K� T C� f�ur eine Typsignatur $ � �K��� TC� ist ein Paar mit
folgenden Eigenschaften�

E�� K � �kTM�k�K ist eine K�indizierte Familie nichtleerer Mengen kTM� so da� jede
dieser Mengen kTM nur Strukturen der Klasse k enth�alt� Die Mengen kTM werde
ich im folgenden als Universen der Klasse k bezeichnen�
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E�� Das Universum topTM enth�alt f�ur jeden Tr�ager car � PU eine Struktur
X � �car� ��� ���� d�h��

topTM � f�car� ��� ��� j car � PU g

E�� K ist abgeschlossen bzgl� der Abbildung fgt� d�h� f�ur alle Klassen k�� k� � K mit
k� � k� gilt�

�X � kTM� � fgtk��k��X� � kTM�

E�� T C ist ein Menge von Interpretationen f�ur Typkonstruktoren� so da� es f�ur jeden
Typkonstruktor

tc � �k�� � � � � kn�k � TC

eine totale Abbildung

tcTMk������kn�k � T C

gibt mit

tcTMk������kn�k �k
TM
� � � � �� kTMn � kTM

Wenn tc �k � TC ein nullstelliger Typkonstruktor ist� dann soll tcTMk � T C wie
�ublich ein Element in kTM sein� Da die Abbildungen in TM total sein sollen�
ergeben sich daraus entsprechende Forderungen bzgl� der Abgeschlossenheit der
Universen kTM�

E�� F�ur die Interpretationen von �uberladenen Typkonstruktoren� d�h� Typkonstrukto�
ren mit mehreren Arit�aten� wird noch eine weitere Eigenschaft verlangt� Wenn
tc � �c�� � � � � cn�c � TC und tc � �k�� � � � � kn�k � TC sowie c � k� dann gilt wegen der
Comonotonie der Typsignatur $ auch �c�� � � � � cn� � �k�� � � � � kn�� In diesem Fall
mu� f�ur die Interpretationen der beiden Typkonstruktoren gelten�

�X� � cTM� � � �Xn � cTMn �

fgtc�k�tc
TM
c������cn�c

�X�� � � � � Xn�� � tcTMk������kn�k�fgtc��k��X��� � � � � fgtcn�kn�Xn��

E�� Die Typkonstruktoren aus der Minimalsignatur $Min m�ussen standardm�a�ig inter�
pretiert werden� Die Eigenschaften aus der De�nition ���� f�ur das Pr�auniversum
PU garantieren die Wohlde�niertheit der folgenden Vereinbarungen�

boolTMtop � �Two� ��� ��� indTMtop � �Inf � ��� ���

Die Mengen Two und Inf sind aus der De�nition ���� bekannt� Der Konstruktor
� TM

top�top�top ist die Abbildung

�X� Y � �� �car�Y �carX�� ��� ���

Die Strukturen X und Y werden also abgebildet auf eine Struktur� die als Tr�ager
die Menge car�Y �carX� hat� die wie schon in De�nition ���� den vollen Funkti�
onsraum �uber Urbildmenge car�X� und Bildmenge car�Y � bezeichnet� In diesem
Zusammenhang verwende ich im folgenden die In�x�Schreibweise

X � TM
top�top�top Y bzw� kurz X � Y

wenn aus dem Zusammenhang klar ist� da� die Interpretation des Konstruktors �
und nicht die Syntax gemeint ist� Entsprechende Schreiberleichterungen werde ich
mir auch bei andern Typkonstruktoren g�onnen�
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Im folgenden m�ochte ich die obige De�nition kurz kommentieren� Eigenschaft E� besagt� da�
es f�ur jede syntaktische Klasse k � K ein eigenes Universum bestehend aus lauter Strukturen
der Klasse k gibt� Diese Universen sind aber nicht v�ollig unabh�angig voneinander� sondern
durch die jeweiligen Vergi�funktionen fgt miteinander gekoppelt� Die Eigenschaft E� garan�
tiert� da� jede Struktur der Klasse k durch schrittweise �und bzgl� fgt konsistente� Erweiterung
der Konstantenstrukturen aus einer Struktur der Klasse top entsteht�

Aus der Eigenschaft E� ist ersichtlich� da� das Universum topTM maximal gro� ist� d�h� jede
nur erdenkliche Struktur der Klasse top ist per De�nition in topTM enthalten� Diese Maxima�
lit�atsforderung wird sp�ater in geeigneter Weise auch auf die anderen Universen ausgedehnt�
wobei jedoch die Maximalit�at nur bzgl� solcher Strukturen gefordert wird� die die charakteri�
stischen Konstanten typkorrekt interpretieren und in denen zudem die Klassenaxiome gelten�
Bis auf die zus�atzliche triviale Konstantenstruktur ��� ��� die aus technischen Gr�unden ange�
bracht wird� stimmen die Strukturen der Klasse top mit den Mengen im Pr�auniversum PU

�uberein� Das Universum PU ist bekannterweise die Basis f�ur die Semantik von Typen in der
Logik HOL �GM
��� Hier sieht man die �konservative� Erweiterung der Semantik von HOL
zu einer Semantik von HOLC�

Mit der Eigenschaft E� wird ausgedr�uckt� da� Typkonstruktoren gem�a� ihrer Arit�at als Ab�
bildungen zwischen den Universen interpretiert werden� Die Eigenschaft E� ist zentral f�ur die
Semantik von �uberladenen Typkonstruktoren� Hinter dieser Eigenschaft verbirgt sich die Idee�
da� ein Typkonstruktor zwar immer die gleiche Tr�agermenge konstruiert� da� aber abh�angig
von seiner Arit�at die zus�atzliche Information in den Konstantenstrukturen unterschiedlich
gut ausgen�utzt wird� Je mehr Information in den Argumenten steckt� desto mehr Struktur�
information steckt auch im Ergebnis� Die Eigenschaft E� garantiert eine gewisse Monotonie
der Verwertung der Strukturinformation in den Konstantenstrukturen�

Nachdem nun Modelle f�ur Typsignaturen de�niert sind� k�onnen wir die Interpretation von
Typtermen � � T� de�nieren� Da in Typtermen Typvariablen vorkommen k�onnen� ben�otigen
wir zun�achst eine Belegung f�ur Typvariablen�

De�nition ���� Belegung f�ur Typvariablen

Sei $ � �K��� TC� eine Typsignatur und TM � �K� T C� ein Modell f�ur $�

Eine Belegung f�ur Typvariablen �Typvariablenbelegung� ist eine K�indizierte Familie
� � ��k�k�K von Abbildung �k �"k � kTM�

Bei der Anwendung der einzelnen Abbildungen schreibe ich vereinfacht immer � statt
�k� da aus dem Kontext immer klar ist� welches �k gemeint ist�

Mit Hilfe dieser Typvariablenbelegungen und den von TTINF� erzeugten Typherleitungen
kann jetzt einfach die Interpretation von Typtermen de�niert werden�

De�nition ���� Interpretation von Typtermen

Sei $ � �K��� TC� eine Typsignatur� TM � �K� T C� ein Modell f�ur $ und � eine
Typvariablenbelegung� Die Interpretation TM��� ���� des Typterms � � T� im Modell
TM unter Typvariablenbelegung � wird induktiv �uber den Aufbau des Typterms �
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unter Verwendung der Typherleitung TTINF���� de�niert�

Fall � � �k

mit TTINF���� � �k ��k

dann T M��� ���� � ���k�

Fall � � �tc�

mit TTINF���� �
�tc� ��k�

dann T M��� ���� � tcTMk�

Fall � � ��� � � � �ntc�

mit TTINF���� �
�coerce�

TTINF�����
�� ��k

�
�

� � � �coerce�
TTINF���n�

�n ��k
�
n

��� � � � �ntc� ��k�

wobei �i� TTINF���i� �
Di

�i ��ki
und ki � k�i

dann T M��� ���� � tcTMk�

�
�����k�

n�k
��

fgtk��k�

�
�TM������

�
� �� � � � �

fgtkn�k�

n
�TM���n��

�
� ��

F�ur die oben de�nierte Interpretation von Typtermen gilt folgende Eigenschaft�

Theorem ���� Klassenkorrektheit �class soundness�

F�ur alle Belegungen � gilt�

TM��� ���� � �lst�����
TM

Beweis� Einfache Induktion �uber den Aufbau von � �

Wie in Environment�Modellen so �ublich� ben�otigen wir auch hier den Begri� der Bele�
gungs�anderung� Auf der Ebene der Typen kann man diese so de�nieren�

De�nition ���� Belegungs�anderung f�ur Typvariablen

Sei � eine Typvariablenbelegung bzgl� Typsignatur $ und Typmodell TM� Die �Ande�
rung der Belegung � an der Stelle � � "k durch die Struktur X der Klasse k � K ist
de�niert wie folgt�

��X������ �

�
X falls � � �
���� sonst
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In der De�nition f�ur die Ab�anderung von Belegungen habe ich nicht verlangt� da� die Struktur
X � mit der die Belegung an der Stelle �k abge�andert wird� ein Element aus dem Universum
kTM ist� Der Grund f�ur diese allgemeinere De�nition wird sp�ater in De�nition ���� f�ur typ�
korrekte Strukturen der Klasse k deutlich werden� Wenn aber X �� kTM� dann ist ��X��k�
keine echte Typvariablenbelegung mehr� da f�ur diese verlangt wird� da� �k �"k � kTM� Ver�
sucht man� einen Term � � T� unter dieser Pseudo�Belegung zu interpretieren� dann kann
es passieren� da� die Interpretation nicht wohlde�niert ist� wenn ein Typkonstruktor auf �k
angewendet wird� der auch ein Argument aus der Klasse k erwartet� Die Typkonstruktoren
m�ussen ja nur auf den Strukturen in den Universen kTM de�niert sein�

Wenn allerdings der Typterm � ein Term �uber der eingeschr�ankten Typsignatur T�nk ist� und
f�urX noch zus�atzliche Bedingungen gelten� dann kann man � auch unter der Pseudo�Belegung
��X��k� interpretieren� Diese Aussage wird durch den folgenden Satz konkretisiert�

Theorem ���� Interpretation unter Pseudo�Belegung ��X��k�

Sei � eine Typvariablenbelegung und X eine Struktur der Klasse k� die nicht notwen�
digerweise Element des Universums kTM ist� Sei weiterhin � � T�nk und gelte f�ur alle
direkten Nachfolger k� � f!k j k�!kg von k da��

fgtk�k��X� � k�
TM

Dann ist die Interpretation des Typterms � auch unter der Pseudo�Belegung ��X��k�
wohlde�niert und es gilt�

� � �k �� TM��� ���nk��X��k�
� X

� �� �k �� TM��� ���nk��X��k�
� �lst�nk����

TM

Beweis� Der Beweis der ersten Aussage ist trivial� F�ur die zweite Aussage benutzt man�
da� � entweder eine andere Typvariable ist� was wieder einen Trivialfall ergibt oder aber�
da� � zusammengesetzt ist� Hier gilt dann nach Voraussetzung� da� � � T�nk und somit
bei allen Vorkommen von �k in � in der Typherleitung eine Anwendung der �coerce�
Regel mit k � bk �echt kleiner� auftritt� Mit der Voraussetzung fgtk�k��X� � k�

TM f�ur
alle k� � f!k j k�!kg wird garantiert� da� bei fgt

k�bk�X� eine Struktur im UniversumbkTM entsteht� auf der dann die Interpretation des unmittelbar auf �k angewendeten
Tykonstruktors de�niert ist� Damit folgt sofort die Behauptung� Von der Struktur X
wird also nur der Anteil genutzt� der in einem der Universen liegt�

Die Interpretation von Typtermen unter Pseudo�Belegungen werden wir sp�ater noch gezielt
einsetzen� Ich werde aber immer explizit im Text darauf hinwiesen� wenn dies der Fall ist�
Wenden wir uns jetzt wieder den echten Belegungen zu�

F�ur die Interpretation eines Typterms in einer abge�anderten Belegung ��X��� mit X � kTM

gilt folgendes Koinzidenztheorem�
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Theorem ���� Koinzidenztheorem f�ur Typterme

Sei � eine Typvariablenbelegung und X � kTM eine Struktur der Klasse k� Wenn
� �� TV ���� dann gilt�

TM��� �����X��� � TM��� ����

Beweis� Leichte Induktion �uber den Aufbau des Terms � �

Das Koinzidenztheorem rechtfertigt� f�ur Terme � � T� mit TV ��� � � statt TM��� ���� einfach
�TM zu schreiben�

F�ur die formale Behandlung der Logik HOLC ist es bisweilen notwendig� die Interpretation
eines Typterms � mit der Interpretation von ���� zu vergleichen� wobei � eine Typsubstitution
ist� Zu diesem Zweck wird jetzt eine zweite Art der Belegungs�anderung eingef�uhrt�

De�nition ���� Belegungs�anderung ����V � bzgl� Substitution � und Variablenmenge V

Sei � eine Belegung und � eine Typsubstitution� Die �Anderung ����V � der Belegung �
bzgl� der Substitution � und der Menge V von Typvariablen ist dann de�niert wie folgt�

����V ���k� �

����	
fgtk��k�TM�����k���

�
� � falls �k � V

wobei k� � lst�����k��
���k� sonst

Die Belegung � wird also f�ur alle Variablen �k in V so abge�andert� da� der neue Wert gerade
die Interpretation des Terms ���k� ist� Im allgemeinen kann ���k� jedoch ein Typterm der
Klasse k� mit k� � k sein� und somit mu� die Interpretation noch auf die Klasse k reduziert
werden� damit wieder eine korrekte Typvariablenbelegung entsteht�

Theorem ����

F�ur ����V � gelten o�ensichtlich folgende Aussagen� die in den Beweisen f�ur noch fol�
gende Theoreme ben�otigt werden�

TM��� �����	�V � � TM��� �����	�TV ���V �

TV ��� 	 V �� TM��� �����	�V � � TM��� �����	�TV ���

TV ��� � V � � �� TM��� �����	�V � � TM��� ����

Beweis� folgt unmittelbar aus De�nition von ����V � und dem Koinzidenztheorem f�ur
Typterme�

Das n�achste Theorem ist unter anderem zentral f�ur die Korrektheit der Instantiierungsregel
im Deduktionssystem von HOLC� die es erm�oglicht� polymorphe Aussagen zu spezialisieren�
Weiterhin wird es f�ur den Beweis eines Substitutionslemmas auf Termebene ben�otigt�
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Theorem ���	 Substitutionslemma f�ur Typsubstitutionen in Typtermen

Sei � � T�� � eine Substitution� TM ein $�Modell und � eine Typvariablenbelegung�
Dann gilt�

fgtc�k�TM���������� � � TM��� �����	�TV ���

wobei

c � lst������� und k � lst����

Beweis� Per Induktion �uber den Aufbau von � � Dabei wird insbesondere das Theorem
��� benutzt� sowie eine zum Beweis von Theorem ��� analoge Argumentation�

Ein zum Substitutionslemma ���� sehr �ahnliches Theorem macht eine Aussage �uber den Zu�
sammenhang der Interpretationen des Typterms � � T��

bzgl� der beiden Signaturen $� und
$� wobei $� 	 $�� Dieses Theorem wird bei Argumentationen �uber die konservative Erweite�
rung ben�otigt� um zu zeigen� da� sich die Interpretation von Termen �uber der alten Signatur
nicht �andert�

Theorem ���
 Zusammenhang von TM��� ����

� und TM��� ����

�

Seien $� und $� Signaturen mit $� 	 $� und sei TM ein $��Modell� Sei weiterhin
� � T��

und � eine Typvariablenbelegung� Dann gilt�

fgtc�k�TM��� ����

� � � TM��� ����

�

wobei

c � lst��
��� und k � lst��

���

Beweis� Per Induktion �uber den Aufbau von � � Dabei wird insbesondere das Theorem
��� benutzt� sowie eine zum Beweis von Theorem ��� analoge Argumentation�

Als n�achstes m�ochte ich Modelle f�ur Signaturen % einf�uhren� Um diese entsprechend cha�
rakterisieren zu k�onnen� ben�otige ich aber noch den Begri� der typkorrekten Struktur� Eine
Struktur der Klasse k soll typkorrekt hei�en� wenn die unter const�X��c� erreichbare Inter�
pretation f�ur eine charakteristische Konstante c �� ein Element im Tr�ager der Interpretation
des Typs � ist� Um diese Eigenschaft zu testen� werde ich Pseudo�Typvariablenbelegungen
verwenden� Dies ist zwar noch nicht notwendig f�ur die Charakterisierung von %�Modellen�
wird aber dann bei Beweisen f�ur konservative Erweiterungen in Abschnitt ��� eingesetzt�

De�nition ���� Typkorrekte Struktur

Sei % � �$� C�KS� eine Signatur mit $ � �K��� TC� und T M ein Typmodell f�ur $�
Sei weiterhin X eine Struktur der Klasse k � K� die nicht notwendigerweise Element
des Universums kTM ist�

Die Struktur X hei�t typkorrekt bzgl� der Klasse k und dem Typmodell TM �i�Z�
X tcor �TM� KSk��� wenn folgende Eigenschaften erf�ullt sind�
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�� F�ur alle direkten Nachfolger k� � f!k j k�!kg von k gilt� da��

fgtk�k��X� � k�
TM

Die Struktur X ist also aus Teilstrukturen zusammengesetzt� die Elemente des
Typmodells TM sind�

�� Die Abbildung const�X� ist genau f�ur die charakteristischen Konstanten c �� � KSk
de�niert� d�h�

const�X��c� de�niert � ��� c �� � KSk

�� Nach Bedingung E� der De�nition ���	 f�ur Signaturen haben die charakteristischen
Konstanten c �� � KSk die Eigenschaft� da� ihre Typen � aus T�nk sind und genau
eine gemeinsame Klassenvariable �k enthalten�

F�ur alle charakteristischen Konstanten c �� � KSk und Belegungen � soll gelten�

const�X��c� � car�TM��� ��
�nk
��X��k�

�

Da in � nur die eine Typvariable �k vorkommt und obendrein � an dieser Stelle
abge�andert wird� ist die Wahl von � unerheblich� Nach Theorem ���� ist die
Interpretation in der Pseudobelegung ��X��k� wohlde�niert�

����� Modelle f�ur Signaturen

In diesem Abschnitt werden Modelle f�ur Signaturen eingef�uhrt�

De�nition ���	 Modelle f�ur Signaturen %

Sei % � �$� C�KS� eine Signatur mit $ � �K��� TC�� Ein Modell M � �TM� C� f�ur
% ist ein Paar� das folgende Bedingungen erf�ullt�

E�� TM ist ein $�Modell TM � �K� T C�

E�� F�ur alle Klassen k � K soll gelten�

kTM enth�alt nur typkorrekte Strukturen X der Klasse k�

Gem�a� der De�nition f�ur typkorrekte Strukturen bedeutet dies also�

�c �� � KSk� �X � kTM� ��

const�X��c� � car�TM��� ���nk��X��k�
�

Bemerkung� Da X � kTM ist� handelt es sich bei ��X��k� um eine echte Belegung�

E�� C ist eine Menge von Interpretation f�ur die Konstanten in C� so da� es f�ur jede
Konstante c �� � C mit TV ��� � f��� � � � � �ng und �� � � � � � �n eine Funktion
cM aus einem n�stelligen verallgemeinerten Produkt gibt mit�

cM � ff j ��� f������� � � � � ���n�� � car�TM��� ���� �g

Die Reihenfolge der Argumente von cM ist dabei eindeutig durch die Ordnung �
auf den Typvariablen in TV ��� gegeben� Wenn speziell TV ��� � �� dann soll die
Interpretation cM der Konstanten c �� wie �ublich ein Element im Tr�ager car��TM�
sein�
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E�� F�ur alle Klassen k � K und alle charakteristischen Konstanten c �� � KSk soll
gelten�

�X � kTM� cM�X� � const�X��c�

Durch diese Bedingung wird also erzwungen� da� die Instanz der polymorphen In�
terpretation cM der charakteristischen Konstanten c �� � KSk 	 C f�ur die Struktur
X gerade dasjenige Element ist� das durch const�X��c� selektiert wird� Hiermit
kommt zum Ausdruck� da� die Strukturen X der Klasse k alle Interpretationen
f�ur die charakteristischen Konstanten mit sich herumtragen�

E�� Die Konstanten der Minimalsignatur %Min werden nach folgendem Standard in�
terpretiert�

� Die Interpretation � M f�ur die Konstante � �bool� bool� bool ist die lo�
gische Implikationsfunktion� die f�ur beliebige Elemente b�� b� � Two wie folgt
de�niert ist�

� M�b���b�� �

�
F falls b� � Tund b� � F
T sonst

� Die Interpretation �M f�ur die polymorphe Konstante � ��top � �top � bool
ist die Funktion� die jeder Struktur X � topTM den Identit�atstest auf der
Tr�agermenge vonX zuordnet� Es gilt also f�ur beliebige Elemente a� b � car�X��

�M�X��a��b� �

�
T falls a identisch mit b
F sonst

� Die Interpretation 
M f�ur die polymorphe Konstante 
 � ��top � bool�� bool
ist die Funktion� die jeder Struktur X � topTM die Auswahlfunktion

M�X� � car��X � Two�� Two� zuordnet� Es gilt also f�ur beliebiges
f � car�X � Two��


M�X��f� �

�
ch�f���T�� falls f���T� �� �
ch�car�X�� sonst

Dabei ist ch die in Eigenschaft E� aus De�nition ���� f�ur Pr�auniversen gefor�
derte Auswahlfunktion auf nichtleeren Mengen� Die Menge f���T� ist de�niert
als�

f���T� � fy � car�X� j f�y� � Tg

und wegen Eigenschaften E� und E� von Pr�auniversen ist ch�f���T�� de�niert�
wenn die Menge f���T� nicht leer ist�

Die Eigenschaften E� und E� implizieren bereits die Eigenschaft E�� Da beim Proze� der
konservativen Erweiterung jedoch unter anderem gerade die Eigenschaft E� nachgewiesen
werden mu�� habe ich sie hier eigenst�andig aufgef�uhrt�

Als n�achstes wird die Interpretation von Termen in %�Modellen de�niert� Wie bereits erw�ahnt�
verwende ich zur De�nition der Semantik und auch sp�ater im Deduktionssystem nur vollgetyp�
te Terme t � DT�� In den Termen t k�onnen nebst Typvariablen � � " auch Termvariablen
x � # vorkommen� Daher ben�otigt man zur Interpretation neben einer Typvariablenbelegung
� auch eine Termvariablenbelegung ��
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De�nition ���
 Termvariablenbelegung �

Sei % eine Signatur undM eine Modell f�ur %� Eine Belegung � f�ur die Termvariablen�
menge # ist eine Abbidung

� �#�
S
X�PU X

Nicht alle Termvariablenbelegungen � �passen� zu den Typannahmen im generischen Kontext
GC�t� des Terms t� Wie in �Mit
	� wird daher eine Charakterisierung der Belegungen �

eingef�uhrt� die f�ur einen Term t relevant sind� Relevant hei�t dabei� da� � die Variable x mit
einem Element belegt� das in der Tr�agermenge des Typs � liegt� wenn x �� � GC�t��

De�nition ��� Belegung � erf�ullt Kontext & unter Typvariablenbelegung �

SeiM eine Modell f�ur %� � eine Belegung f�ur Typvariablen und & ein Variablenkontext�
Eine Belegung � erf�ullt Kontext & unter Typvariablenbelegung � �i�Z� � sat ���&�� gdw�

�x � #� ���� �x� �� � &� �� ��x� � car�TM��� ���� �

Die Ab�anderung einer Variablenbelegung � an der Stelle x wird wie �ublich de�niert�

De�nition ���� Belegungs�anderung f�ur Termvariablen

Sei � eine Termvariablenbelegung� Die �Anderung der Belegung � an der Stelle x ist
de�niert wie folgt�

��a�x��y� �

�
a falls x � y
��y� sonst

Mit Hilfe der obigen De�nitionen kann jetzt die Interpretation von vollgetypten Termen t �
DT� unter den Belegungen � und � in einem %�Modell M de�niert werden�

De�nition ���� Interpretation von Termen

Sei % eine Signatur� M ein %�Modell und t � DT� ein vollgetypter Term mit gene�
rischem Kontext & � GC�t�� Sei weiterhin � eine Typvariablenbelegung und � eine
Termvariablenbelegung mit � sat ���&��

Die InterpretationM��t�����
 des Terms t ist induktiv �uber den Aufbau des Terms t de��
niert�

�typed const�

wenn t � c ��

mit c �e � C�

TV �e� � f��� � � � � �ng� n � 	�

�� � � � �� �n�

��e� � �
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dann M��c �� �����
 � cM�fgtc��k��TM���������
�
� �� � � � � fgtcn�kn�TM�����n���

�
� ��

wobei ci � lst�����i�� und ki � lst���i�

�typed var�

wenn t � x ��

dann M��x �� �����
 � ��x�

�app�

wenn t � �t�t��

dann M���t�t����
�
��
 � �M��t���

�
��
��M��t���

�
��
�

�typed abs�

wenn t � ��x �� � t�

dann M����x �� � t������
 � f

wobei f ist die per Extensionalit�at eindeutig

bestimmte Funktion

f � a � car�TM��� ���� � �� M��t�����
�a�x�

Die soeben de�nierte Interpretation von Termen respektiert die Typen der Terme�

Theorem ��� Typkorrektheit �type soundness�

Sei t � DT� mit generischem Kontext & � GC�t� und generischem Typ � � GT �t��
Dann gilt f�ur alle %�Modelle M und Belegungen �� � mit � sat ���&��

M��t�����
 � car�TM��� ���� �

Beweis� Induktion �uber den Aufbau des Terms t�

F�ur die Interpretation eines Terms ist nur die Belegung der freien Variablen des Terms inter�
essant� Dies wird durch das folgende Koinzidenztheorem f�ur Terme ausgedr�uckt�

Theorem ���� Koinzidenztheorem f�ur Terme

Sei t � DT� mit generischem Kontext & � GC�t� und sei y �� FV �t�� Dann gilt f�ur alle
Modelle M und Belegungen �� � mit � sat ���&��

�a�M��t�����
�a�y� �M��t�����


Beweis� Induktion �uber den Aufbau des Terms t und �ubliche Argumentation f�ur den
Fall der ��Abstraktion�

Wie schon bei Typtermen ist es interessant� den E�ekt einer Typsubstitution auf die Inter�
pretation eines Terms zu beobachten�
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Theorem ���� Typsubstitution in Termen

Sei t � DT� mit generischem Kontext & � GC�t� und � eine Typsubstitution� Dann
gilt f�ur alle Modelle M und Belegungen �� � mit � sat ���&��

M����t������
 �M��t�����	�TV t���


Beweis� Induktion �uber den Aufbau des Terms t� Wesentliches Argument f�ur den Fall
�typed const� ist das Theorem ���� f�ur die Substitution in Typtermen� F�ur die F�alle
�typed var� und �abs� verwendet man das Carrier�Lemma ���	�

Bei der Erweiterung von Theorien m�ochte man nat�urlich sicherstellen� da� die Interpretation
von Termen �uber der alten Signatur sich nicht �andert� Eine Eigenschaft� die sp�ater mithilft
diese Tatsache zu beweisen� wird durch folgendes Theorem charakterisiert�

Theorem ���� Invarianz der Interpretation bei Signaturerweiterung

Sei t � DT��
mit generischem Kontext & � GC��

�t� bzgl� Typinferenz in %� und
%� 	 %�� Dann gilt f�ur alle %��Modelle M und Belegungen �� � mit � sat ���&��

M��t����

��
 �M��t����

��


Beweis� Induktion �uber den Aufbau des Terms t� Wesentliches Argument f�ur den Fall
�typed const� ist das Theorem ���� f�ur die Interpretation bei Erweiterung der Typsi�
gnatur� F�ur die F�alle �typed var� und �abs� verwendet man das Carrier�Lemma ���	�

Als n�achstes f�uhre ich das Konzept der Termsubsitution t�t��x� ein� wobei in einem vollgetyp�
ten Term t f�ur jedes freie Vorkommen der Termvariablen x der Term t� eingesetzt wird� ohne
da� es dabei zu unerw�unschten Variablenbindungen kommt� Da der Substitutionsmechanis�
mus in allen Abhandlungen �uber den ��Kalk�ul behandelt wird� m�ochte ich in der folgenden
De�nition nur eine informelle Charakterisierung der Substitution angeben� In Bezug auf
die Eigenschaften der Substitution und deren Beweise m�ochte ich auf die Standardliteratur
verweisen�

De�nition ���� Substitution von Termen in Termen

F�ur einen vollgetypten Term t � DT� mit generischem Kontext & � GC�t� bezeichnet
t�t��x� den Term� der durch das Ersetzen aller freien Vorkommen der Termvariablen
x � # durch den ebenfalls vollgetypten Term t� � DT� entsteht� Es m�ussen dabei
folgende Bedingungen erf�ullt sein�

E�� Wenn �x� � �� � & f�ur ein beliebiges � �� dann ist der generische Typ GT �t�� von t�

ebenfalls � �� Diese Eigenschaft garantiert eine typkorrekte Ersetzung�

E�� Gebundene Variablen werden w�ahrend der Substitution gegebenenfalls umbenannt�
damit nicht aus Versehen freie Variablen in t� gebunden werden�

F�ur die Interpretationen der Terme t und t�t��x� ergibt sich folgender Zusammenhang�
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Theorem ���� Substitution in Termen

Sei t � DT� mit generischem Kontext & � GC�t� und sei t�t��x� das Ergebnis der
Substitution von t� � DT� f�ur die Variable x � #� Dann gilt f�ur alle Modelle M und
Belegungen �� � mit � sat ���&��

M��t�t��x������
 �M��t�����
�a�x� wobei a �M��t������


Beweis� Induktion �uber den Aufbau des Terms t�

Im Abschnitt ��� werde ich unter anderem auch die konservative Erweiterung durch eine neue
Klasse k behandeln� Dabei ist es wichtig� da� das Universum kTM f�ur die neue Klasse maximal
gro� de�niert wird� Maximal bedeutet hierbei� da� alle gem�a� De�nition ���� typkorrekten
Strukturen X der Klasse k aufgenommen werden� f�ur die die charakteristischen Axiome der
Klasse k gelten� Zu diesem Zweck f�uhre ich nun den Begri� der klasseng�ultigen Struktur ein�
Wie schon bei De�nition ���� werden auch hier wieder Pseudobelegungen ��X��k� ben�otigt�

De�nition ���� Klasseng�ultige Strukturen

Sei Th � �%� Ax�KAx� eine %�Theorie gem�a� De�nition ���� mit % � �$� C�KS�
und $ � �K��� TC�� und sei M � �TM� C� ein %�Modell� Nach Bedingung E� aus
De�nition ���	 und Bedingung E� aus De�nition ���� gibt es f�ur alle Klassen k � K
eine Klassenvariable �k � "k� so da� gilt�

�c �� � KSk� TV ��� � f�kg � � � T�nk
�ax � KAxk� TV �ax� � f�kg � ax � FORM�nk

Eine typkorrekte Struktur X der Klasse k � K� die nicht notwendigerweise Element des
Universums kTM sein mu�� hei�t klasseng�ultig im Modell M �i�Z� X cval �M� KAxk���
wenn alle charakteristischen Axiome der Klasse k unter der �evtl� Pseudo�� Typvaria�
blenbelegung ��X��k� gelten� Formal hei�t das�

F�ur alle ax � KAxk mit generischem Kontext & � GC�ax� und f�ur alle Belegungen �� �
mit � sat ���X��k��&� mu� gelten�

M��ax���nk��X��k��

� T

Dabei sei die Interpretation f�ur die charakteristischen Konstanten c �� � KSk kurzzeitig
so erweitert� da� f�ur die Struktur X gilt�

cM�X� � const�X��c�

Bemerkung� Wenn X � kTM ist� dann ist ��X��k� eine echte Belegung� Dann ist aber
die obige De�nition f�ur cM�X� gar keine Erweiterung� sondern entspricht der ohnehin
in Bedingung E� aus De�nition ���� geforderten Interpretation�
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����� Modelle f�ur Theorien

In diesem Abschnitt f�uhre ich die Begri�e der G�ultigkeit von Formeln und der Modelle f�ur
Theorien ein�

De�nition ���� G�ultigkeit von Formeln

Sei % eine Signatur und M ein %�Modell� Eine Formel p � FORM� mit generischem
Kontext & � GC�p� hei�t g�ultig inM �i�Z�M j� p�� wenn f�ur alle Belegungen �� � mit
� sat ���&� gilt�

M��p�����
 � T

De�nition ���� Modelle f�ur Theorien

Sei Th � �%� Ax�KAx� eine %�Theorie gem�a� De�nition ���� und seiM ein %�Modell�

Das %�Modell M ist ein Modell f�ur die Theorie Th �i�Z� M j� Th�� wenn folgende
Bedingungen erf�ullt sind�

E�� Alle Axiome der Theorie Th in der Menge Ax sind g�ultig inM� d�h��

�ax � Ax�M j� ax

Bemerkung� Damit gelten insbesondere alle charakteristischen Axiome� da KAx 	
Ax�

E�� Die Universen kTM f�ur die Klassen k � K sind maximal gro�� d�h� f�ur alle Klassen
k � K und f�ur alle typkorrekten Strukturen X der Klasse k gilt�

X cval �M� KAxk� �� X � kTM

Bemerkung� Diese Bedingung wird sp�ater bei der konservativen Erweiterung
durch eine neue Arit�at ausgen�utzt werden� Vergleiche dazu auch die informelle
Einf�uhrung aus Abschnitt ����

De�nition ���� G�ultigkeit von Formeln in einer Theorie

Eine Formel p � FORM� hei�t g�ultig in der Theorie Th �i�Z� Th j� p�� wenn die Formel
p in allen Th�Modellen M gilt� d�h�

Th j� p�� �M�M j� Th ��M j� p

��� Deduktionssystem von HOLC

In diesem Abschnitt werde ich den Kalk�ul von HOLC einf�uhren� Zu diesem Zweck ben�otige
ich die Begri�e f�ur Sequenzen und Deduktionssysteme� Die De�nitionen sind eng an �GM
��
angelehnt� und auch der Kalk�ul von HOLC unterscheidet sich nur minimal vom Kalk�ul der
Logik HOL�

Der Kalk�ul von HOLC ist ein Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens �Annahmenkalk�ul� �Gen����
Um die Nebenbedingungen �side conditions� f�ur Inferenzregeln leichter formulieren zu k�onnen�
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verwende ich zur Notation der Regeln jedoch explizite Kontexte f�ur die �lebenden Annahmen�
�living hypotheses�� Ein weiterer Grund f�ur die explizite Verwaltung der Annahmen liegt
darin� da� so die Korrektheit der Inferenzregeln leichter formuliert werden kann� Bei der
originalen Notation f�ur Annahmenkalk�ule sind die lebenden Annahmen �uber den ganzen Be�
weisbaum verteilt und dies erschwert die Formulierung der Korrektheit f�ur einzelne Regeln�

Obwohl die Kontexte endliche Mengen von Formeln sind� werden Paare �fh�� � � � � hng� p�� be�
stehend aus der Menge der lebenden Annahmen fh�� � � � � hng und der Formel p� in der Litera�
tur �Gor��� GM
�� Pau��� als Sequenzen �sequents� bezeichnet und in der Form h�� � � � � hn I p
notiert�
� Diese Sequenzen d�urfen jedoch nicht mit den Sequenzen in einem richtigen Sequen�
zenkalk�ul� etwa dem Kalk�ul LK von Gerhard Gentzen �Gen��� Sza�
� Tak���� verwechselt
werden� In der englischen Literatur �ndet sich statt sequent auch die Bezeichnung assertion�
Da mir die deutsche �Ubersetzung Behauptung jedoch nicht pr�agnant genug erscheint� bleibe
ich bei der etwas ungl�ucklichen Bezeichnung Sequenz �

In einem echten Sequenzenkalk�ul bestehen Sequenzen &� ( aus einer Liste von Annahmen &�
dem Antezedens �antecedent�� und einer Liste von Folgerungen (� dem Sukzedens �succedent�
�Gen��� Sza�
�� In intuitionistischen Sequenzenkalk�ulen� etwa LJ �Gen��� Sza�
� Tak����
verk�ummert der Sukzedens wieder zu einer einzigen Formel� In Sequenzenkalk�ulen ist die
Multiplizit�at und die Anordnung von Formeln in einer der Listen von entscheidender Bedeu�
tung� und es gibt spezielle strukturelle Regeln� die eine diesbez�ugliche Manipulation erlauben�

De�nition ���	 Sequenzen

Eine Sequenz �uber der Signatur % ist ein Paar �H� p� mit folgenden Eigenschaften�

E�� H � fh�� � � � � hng ist eine endliche Menge von %�Formeln und hei�t die Menge der
Annahmen �Annahmenmenge� oder der Antezedens der Sequenz�

E�� p ist eine %�Formel und hei�t die Konsequenz oder Sukzedens der Sequenz�

E�� h� � � � � hn � p ist ebenfalls eine %�Formel�

Statt der Paarnotation verwende ich auch� der Konvention entsprechend� die etwas
schlampige Notation

h�� � � � � hn I p

bei der die Menge der Annahmen als Liste notiert wird� Es ist jedoch immer eine Menge
gemeint�

Die Bedingung E� mag etwas sonderbar anmuten� Ihr Zweck ist lediglich� eine einheitliche
Typisierung f�ur alle freien Variablen in den Formeln h�� � � � � hn� p zu garantieren� Ohne diese
Bedingung w�aren auch Sequenzen wie x I �xy�� z erlaubt� Hier m�u�te das x im Antezedens
als Term vom Typ bool getypt werden� wohingegen das x im Sukzedens einen funktionalen
Typ haben m�u�te� In diesem Fall w�are dann die gleich folgende De�nition der Semantik von
Sequenzen� die an �GM
�� angelehnt ist� nicht brauchbar�

�	zur Trennung der Annahmen fh�� � � � � hng und der Formel p werden vielerlei Zeichen� manchmal sogar ��
benutzt� Ich habe mich f�ur das Zeichen I entschieden�
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De�nition ���
 Semantik von Sequenzen

Sei h�� � � � � hn I p eine Sequenz �uber der Signatur %� und sei M ein %�Modell� Die
Sequenz h�� � � � � hn I p hei�t g�ultig im ModellM �i�Z�M j� h�� � � � � hn I p� gdw��

M j� h� � � � � � hn � p

Eine Sequenz h�� � � � � hn I p hei�t g�ultig in der %�Theorie Th �i�Z� Th j� h�� � � � � hn I p��
wenn�

�M�M j� Th ��M j� h�� � � � � hn I p

Da in der Minimalsignatur %Min noch kein Zeichen f�ur die logische Konjunktion � enthal�
ten ist� habe ich die Annahmen durch eine Implikation verbunden� W�urde man in der obigen
De�nition die Annahmen durch eine Konjunktion verbinden� also h� � � � � � hn � p� erg�abe
sich die gleiche Semantik� Wichtig ist� da� der Sequenzenpfeil I die Semantik einer Implika�
tion � erh�alt� Eine Sequenz h�� � � � � hn I p ist also dann g�ultig� wenn unter jeder Belegung
der Variablen aus der G�ultigkeit der Formeln h�� � � � � hn die G�ultigkeit der Formel p folgt�

Die obige De�nition der Semantik wird unter anderem auch durch die �Ubersetzbarkeit von
Beweisen im Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens NK in Beweise des Sequenzenkalk�uls LK
motiviert� Diese �Ubersetzung wird zum Beispiel im Originalpapier �Gen��� und auch in der
englischen �Ubersetzung �Sza�
� angegeben�

Es gibt verschiedene M�oglichkeiten� die Axiome einer Theorie in Herleitungen zu verwenden�
In der hier vorgestellten Variante werden Axiome nicht als Annahmen behandelt� sondern
bekommen einen speziellen Status im Deduktionssystem� Auf diese Weise kann die Her�
leitbarkeit bez�uglich einer Theorie ausgedr�uckt werden� Zu diesem Zweck werden triviale
Sequenzen� die sogenannten Theoriesequenzen einer Theorie� eingef�uhrt� Theoriesequenzen
haben eine leere Annahmenmenge und die Konsequenz besteht aus einem Axiom der Theorie�

De�nition ��� Theoriesequenzen

Sei Th � �%� Ax�KAx� eine Theorie� Die Menge (Th der zur Theorie Th assoziierten
Theoriesequenzen ist die endliche Menge�

(Th � f� I ax j ax � Axg

Als n�achstes wird der Begri� eines Deduktionssystems eingef�uhrt� Die De�nition folgt dabei
wieder �GM
���

De�nition ���� Deduktionssystem

Ein Deduktionssystem D �uber einer Signatur % ist eine im allgemeinen unendliche
Menge von Paaren �PR�C�� wobei PR eine evtl� leere Liste von %�Sequenzen und C

eine einzelne %�Sequenz ist�

Die Paare �PR�C� � D werden als Regeln des Deduktionssystems D bezeichnet� Die
Komponente PR ist die Liste der Pr�amissen der Regel �PR�C�� und die Sequenz C
hei�t die Konklusion der Regel�
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Die unendliche Menge D der Regeln wird �ublicherweise durch eine endliche Menge von Regel�
schemata beschrieben� In diesen Schemata d�urfen Schemavariablen f�ur Terme� Formeln und
Formelmengen vorkommen� Jede m�ogliche Instanz der Schemavariablen liefert eine Regel des
Deduktionssystems D� Der Begri� der Instanz hat hierbei nichts mit den Instanzen polymor�
pher Konstanten zu tun� Um die Schemavariablen in den Regelschemata zu formalisieren�
werden in Systemen wie Isabelle Uni�kationsvariablen benutzt� und die Instantiierung von
Regeln wird per Uni�kation behandelt�

F�ur die Notation eines Regelschemas f�ur Regeln �PR�C� � D verwendet man statt der
Paarnotation

��H� I p�� � � � � Hn I pn�� H I p��

die bekannte Schreibweise

H� I p� � � � Hn I pn
H I p

�
Nebenbedingungen

In den Formelmengen Hi� H und den Formeln pi� p d�urfen� wie bereits erw�ahnt� Schemavaria�
blen vorkommen� Jede m�ogliche Instanz dieser Schemavariablen� die die rechts von der Re�
gel notierten Nebenbedingungen erf�ullt� ist eine Regel des Deduktionssystems D� Nat�urlich
d�urfen durch die Instantiierung nur wohlgeformte Terme entstehen� Die Verwendung der
expliziten Annahmenmengen Hi� H erm�oglicht diese �lokale� Charakterisierung von Regeln�
Nebenbedingungen� wie etwa �x kommt nicht frei vor in der Annahmenmenge H �� werden
also nur f�ur die Pr�ufung der Zul�assigkeit einer Regelinstanz ben�otigt� Im Deduktionssystem
D selbst werden keine Nebenbedingungen mehr ben�otigt�

Will man neben dem logischen Kalk�ul auch noch den Mechanismus der Ableitung neuer
Regeln formalisieren� so wird der formale Apparat schnell unhandlich� Eine befriedigende
L�osung bietet hier die Verwendung von Meta�Logiken und Uni�kationsmechanismen� mit
Hilfe derer dann die Begri�e der Regelableitung und der Instanz von Regeln sauber de�niert
werden k�onnen� Dieser Ansatz wird auch im Isabelle�System verwendet�

Mit Hilfe eines Deduktionssystems D und der Theoriesequenzen (Th �uber der Theorie Th
kann jetzt der Begri� der Herleitbarkeit von Sequenzen relativ zu Th und D erkl�art werden�

De�nition ���� Herleitbarkeit

Sei Th eine %�Theorie� (Th die assoziierte Menge der Theoriesequenzen und D ein De�
duktionssystem �uber %� Eine %�Sequenz H I p ist in der Theorie Th unter Verwendung
des Deduktionssystem D herleitbar �i�Z� �Th�D� � H I p�� dann und nur dann� wenn
es eine endliche Folge

�H� I p�� � � � � Hn I pn�� n � 	

gibt� einen sogenannten Beweis f�ur H I p� so da� folgende Bedingungen erf�ullt sind�

�� Der Beweis endet mit H I p� d�h�

H I p � Hn I pn
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�� Jedes Glied der Folge ist entweder eine Theoriesequenz� und damit ein Axiom der
Theorie� oder entsteht durch die Anwendung einer Regel des Deduktionssystems
D unter Verwendung von Pr�amissen� die weiter vorne in der Folge stehen� Formal
hei�t das�

F�ur alle i � f�� � � � � ng gilt eine der beiden folgenden Bedingungen�

�a� Hi I pi � (Th

�b� es gibt eine Liste von Pr�amissen PRi

mit

PRi � �Bi� I pi�� � � � � Bim I pim�� m � 	

und

�j � f�� � � � � mg� Bij I pij � fH� I p�� � � � � Hi�� I pi��g

so da�

�PRi� Hi I pi� � D

Wenn die Menge der Annahmen leer ist� dann schreibe ich statt �Th�D� � � I p auch
kurz �Th�D� � p�

Der Herleitungsbegri� ist monoton bez�uglich der Erweiterung von Theorien�

Theorem ���� Monotonie der Herleitbarkeit

Wenn die Sequenz H I p in einer Theorie Th� herleitbar ist und wenn Th� 	 Th�� dann
ist die Sequenz auch in Th� herleitbar� Es gilt also�

�D� �Th�� D� � H I p und Th� 	 Th� �� �Th�� D� � H I p

Beweis� Folgt o�ensichtlich aus der De�nition der Herleitbarkeit

Ein Deduktionssystem wird dazu benutzt� um Theoreme einer Theorie abzuleiten� Aus diesem
Grund sind nur solche Deduktionssysteme sinnvoll� die garantieren� da� alle abgeleiteten
Sequenzen g�ultig sind bez�uglich der Theorie� In diesem Fall spricht man von einem korrekten
Deduktionssystem�

De�nition ���� Korrektheit von Deduktionssystemen

Ein Deduktionssystem D �uber der Signatur % hei�t korrekt bzgl� einer %�Theorie
Th �i�Z� �D soundfor Th�� genau dann� wenn f�ur alle Th�Modelle M und Regeln
��Pr�� � � � � Prn�� C� � D gilt�

M j� Pr� � � � � � M j� Prn ��M j� C

Ein Deduktionssystem D ist also dann korrekt bez�uglich einer Theorie� wenn in jedem
Modell der Theorie durch die Regeln g�ultige Sequenzen wieder in g�ultige Sequenzen

�uberf�uhrt werden�

Wenn ein Deduktionssystem korrekt bez�uglich einer Theorie ist� dann ist es auch korrekt
bez�uglich jeder gr�o�eren Theorie� Dies dr�uckt folgender Satz aus�
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Theorem ���� Monotonie der Korrektheit von Deduktionssystemen

�D soundfor Th�� � Th� 	 Th� �� �D soundfor Th��

Beweis� folgt unmittelbar aus der De�nition der Korrektheit und Theorem ���� �uber
die Invarianz der Interpretation bei Theorieerweiterung�

Aus der Korrektheit eines Deduktionssystems bez�uglich einer Theorie folgt unmittelbar� da�
jede Sequenz in der Theorie g�ultig ist� die mit Hilfe dieses Deduktionssystems abgeleitet wird�

Theorem ���� Korrektheit des Herleitungsbegri�s

Wenn ein Deduktionssystem D korrekt ist bzgl� der Theorie Th� dann ist jede in der
Theorie Th unter Verwendung von D herleitbare Sequenz auch g�ultig in der Theorie�

�D soundfor Th� � �Th�D� � H I p �� Th j� H I p

Beweis� Leichte Induktion �uber die L�ange der Herleitungen und Verwendung der Kor�
rektheit von D�

F�ur den speziellen Fall� da� die Annahmenmenge der Sequenz leer ist� kann obiges Theorem
mit der bereits eingef�uhrten Kurzschreibweise f�ur diesen Fall wie folgt notiert werden�

�D soundfor Th� � �Th�D� � p �� Th j� p

Als n�achstes m�ochte ich die Minimaltheorie Min und das Deduktionssystem DMin einf�uhren�
Die Theorie Min ist die Basis f�ur alle Theorien der Logik HOLC und das Deduktionssystem
DMin ist das Deduktionssystem der Logik HOLC�

De�nition ���� Minimaltheorie Min

Die Minimaltheorie Min besteht aus der Minimalsignatur %Min �siehe De�nition ���	�
und einer leeren Menge von Axiomen�

Min � �%Min � �� ��

Aus dieser De�nition folgt unmittelbar� da� jedes Modell f�ur die Minimalsignatur %Min auch
ein Modell f�ur die Minimaltheorie Min ist�

Das hier vorgestellte Deduktionssystem DMin entspricht im wesentlichen dem Deduktionssy�
stem von HOL �GM
��� Der Unterschied der beiden Systeme besteht nur darin� da� bei der
Regel �type inst� statt einer normalen Typsubstitution eine ordnungssortierte Substitution
im Sinne der De�nition ��� verwendet wird� Dies ist nicht weiter verwunderlich� da HOLC
ja gerade die Logik HOL um das Konzept der Typklassen erweitert� Obwohl der techni�
sche Apparat f�ur die Syntax und die Semantik von HOLC um einiges komplexer ist als die
entsprechenden Gegenst�ucke in HOL� ist davon an der �Ober��ache� nicht allzuviel zu sehen�



��� Deduktionssystem von HOLC 
�

De�nition ���� Deduktionssystem von HOLC

Das Deduktionssystem DMin der Logik HOLC besteht aus � Regelschemata� die in
der bereits erw�ahnten Notation pr�asentiert werden� Dabei stehen die Schemavaria�
blen p und q f�ur Formeln� die Schemavariablen H�Hi f�ur Annahmenmengen und die
Schemavariablen t� t�� t� f�ur beliebige Terme�

Jede m�ogliche Instanz der Regelschemata� f�ur die die evtl� Nebenbedingungen erf�ullt
sind� soll im Deduktionssystem DMin enthalten sein�

Einf�uhrung von Annahmen� �hyp�

p I p

Re�exivit�at der Gleichheit� �re��

� I t � t

��Gleichheit� �beta�

� I ��x�t��t� � t��t��x�

Substitutionsregel� �subst�

H� I t� � t� H� I p�t��x�

H� �H� I p�t��x�

Abstraktionsregel� �abstract�

H I t� � t�
H I ��x�t�� � ��x�t��

�
x �� FV �H�

Typinstantiierung� �type inst�

H I p

H I ��p�

�
� ist eine Typsubstitution und
� � TV �H� �� ���� � �

Annahmenentlastung� �disch�

H I q

H n fpg I p� q

Modus Ponens� �mp�

H� I p� q H� I p

H� �H� I q

Im Anschlu� an die De�nition des Deduktionssystems m�ochte ich einige der Regeln noch kurz
kommentieren�
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disch� Bei dieser Regel sollte beachtet werden� da� die Formel p� die als Pr�amisse der Im�
plikation eingef�uhrt wird� nicht unbedingt in der Annahmenmenge H vorkommen mu��
Die Regel

� I q

� I p� q

ist also eine korrekte Instanz des Schemas �disch�� Durch eine derartige Verwendung des
Schemas �disch� kann sehr leicht die Abschw�achungsregel �weak�

H I q

H � fpg I q

hergeleitet werden �Gor����

beta�subst� In diesen beiden Regeln wird der Mechanismus der Termsubstitution t��t��x�
verwendet� der aus De�nition ���� bekannt ist� Dabei werden alle freien Vorkommen
der Variablen x im Term t� durch den Term t� ersetzt� wobei vorher evtl� gebundene
Variablen in t� umbenannt werden� so da� keine Variablen in t� versehentlich gebunden
werden� Speziell in der Regel �subst� bedeutet die Schreibweise p�t��x�� da� es einen
Term p gibt� in dem evtl� die Variable x frei vorkommt� und da� man nach Substitution
von t� f�ur x gerade die Formel p�t��x� erh�alt� die im Sukzedens der Pr�amisse der Regel
steht�

type inst� Diese Regel mag auf den ersten Blick sehr eingeschr�ankt erscheinen� da nur
Typsubstitutionen � verwendet werden d�urfen� die die Formeln im Kontext H nicht
ver�andern� Durch mehrfache Anwendung der Regel �disch� kann der Kontext H aber
f�ur jede beliebige Typsubstitution � in eine Form gebracht werden� in der die Anwen�
dung von �type inst� erlaubt ist� Nach Anwendung von �type inst� k�onnen die vorher
entlasteten Annahmen mittels der Regel �undisch�

H I p� q

H � fpg I q

die ihrerseits leicht per �hyp� und �mp� ableitbar ist �Gor���� in den Kontext zur�uckex�
pidiert werden� Diese Bemerkungen legen es nahe� gleich die bequemere Regel

H I p

��H� I ��p�

�
� ist eine Typsubstitution

in den Kalk�ul aufzunehmen� Da diese Regel aber eine Aktivit�at im Kontext beschreibt�
die �uber das pure Hinzuf�ugen und Entlasten von Annahmen hinausgeht� ist die N�ahe
zum eigentlichen Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens nicht mehr unmittelbar gegeben�
Die Verwendung der expliziten Kontexte sollte ja nur eine notationelle Variante f�ur die

�ubliche Aufschreibung von Annahmenkalk�ulen sein� Selbsverst�andlich handelt es sich
hier um eine reine Geschmacksfrage�

Als letztes Theorem dieses Abschnittes m�ochte ich nun die Korrektheit des Deduktionssystems
DMin formulieren�
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Theorem ���	 Korrektheit von DMin

Das Deduktionssystem DMin ist korrekt bez�uglich jeder Theorie� d�h� f�ur alle Theorien
gilt�

�DMin soundfor Th�

und damit wegen Theorem ���� auch�

�Th�DMin� � H I p �� Th j� H I p

Beweis� Da die Theorie Min keine Axiome hat und die Signatur %Min enth�alt� gilt
aufgrund der De�nition des Theoriebegri�s� da� Min 	 Th f�ur jede Theorie Th� Wegen
Theorem ���� �uber die Monotonie der Korrektheit von Deduktionssystemen folgt damit
aus der Korrektheit von DMin bez�uglich Min die Korrektheit bez�uglich jeder Theorie�
Es reicht also zu zeigen� da��

�DMin soundfor Min�

Da Min keine Axiome enth�alt� ist jedes Modell der Minimalsignatur auch ein Modell
der Minimaltheorie Min� Es reicht damit zu zeigen� da� in jedem Modell der Minimalsi�
gnatur %Min die Regeln des Deduktionssystems g�ultige Sequenzen in g�ultige Sequenzen

�uberf�uhren� Um dies zu zeigen� reichen bereits die Theoreme aus Abschnitt ��� aus�

Ein wesentliches Argument f�ur die Korrektheit des Deduktionssystems DMin ist die
Tatsache� da� in HOLC sowohl die Universen f�ur Typklassen als auch die Tr�agermengen
der Interpretationen f�ur die Typen stets nicht leer sind� W�urde man leere Klassen
oder Typen zulassen� so m�u�te man explizite Kontexte f�ur alle im Beweis auftretenden
Typvariablen und Termvariablen halten� Die Probleme� die bei Logiken mit leeren
Typen auftreten� sind hinreichend bekannt� Analoge Probleme ergeben sich auch bei
leeren Klassen� Speziell w�aren die Regeln �subst� und �type inst� nicht korrekt� wenn
leere Typen oder Klassen zugelassen w�aren�

Ich m�ochte nun die wesentlichen Argumente f�ur die Korrektheit der einzelnen Regeln
aufz�ahlen�

Regeln hyp� re�� disch� mp� Die Korrektheit dieser Regeln folgt unmittelbar aus
der De�nition f�ur Modelle� speziell aus der Interpretation f�ur die Minimalsignatur
%Min �

Regel subst� Hier folgt die Korrekheit aus dem Substitutionslemma f�ur Terme ����
und der Tatsache� da� die Tr�ager von Typen nicht leer sind�

Regel type inst� Die Korrektheit folgt aus dem Substitutionslemma f�ur Typen ���	
und aus der Tatsache� da� Klassen nicht leer sind�

Regeln beta und abstract� Ein Argument ist nat�urlich wieder� da� Typen und Klas�
sen nicht leer sind� Zus�atzlich wird hier aber noch die Interpretation der Gleichheit�
sowie die De�nition der Semantik der ��Abstraktion und die Extensionalit�at von
Funktionen eingesetzt�
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��� Konservative Theorieerweiterung in HOLC

In diesem Abschnitt werde ich den Begri� der konservativen Theorieerweiterung formal
einf�uhren� Diese Art der Theorieerweiterung garantiert� da� die erweiterte Theorie ein Mo�
dell hat� wann immer die urspr�ungliche Theorie ein Modell hat� Der Ausgangspunkt f�ur alle
Theorieerweiterungen ist die Minimaltheorie Min� von der sehr einfach gezeigt werden kann�
da� sie ein Modell hat�

Theorem ���


Die Minimaltheorie Min hat ein Modell�

Beweis� Die Minimaltheorie Min � �%Min � �� �� hat per De�nition keine Axiome� Daher
gen�ugt es zu zeigen� da� es Modelle f�ur die Minimalsignatur %Min gibt� Ein Modell f�ur
die Minimalsignatur besteht neben der Interpretation f�ur die Konstanten der Minimalsi�
gnatur nur aus einem Modell f�ur die minimale Typsignatur� F�ur all diese Komponenten
sind die Interpretationen aber bereits in den De�nitionen des jeweiligen Modellbegri�s
festgelegt� und die Wohlde�niertheit der Interpretationen l�a�t sich aus der Existenz von
Pr�auniversen ableiten�

Um den Begri� der konservativen Theorieerweiterung formulieren zu k�onnen� ben�otige ich den
Begri� der Modellrestriktion� Wenn zwei Signaturen %� und %� mit %� 	 %� gegeben sind�
dann ist die Restriktion M� j��

eines Modells f�ur %� im allgemeinen als dasjenige Modell
f�ur %� de�niert� das ausM� entsteht� indem man nur die Interpretationen der Signatur %�

beibeh�alt und den Rest vergi�t� Die Restriktion M� j��
st�utzt sich dabei nat�urlich auf eine

entsprechende Restriktion TM� j��
des Typmodells ab� Die RestriktionM� j��

eines Modells
f�ur %� auf die Teilsignatur %� ist immer der Spezialfall eines Redukts �EGL�
�� wobei der
Signaturmorphismus von %� nach %� eine Inklusion ist�

Leider ist in HOLC die Bildung der Restriktion M� j��
nicht immer m�oglich� Dies liegt an

den Interpretationen f�ur Typklassen� Eine Typklasse k � K wird als Universum interpretiert�
das nur Strukturen X � �car�X�� stru�X�� der Klasse k enth�alt� Im Aufbau der Konstan�
tenstruktur stru�X� jedoch ist die vollst�andige Hierarchie aller Oberklassen von k kodiert�
Wenn jetzt zum Beispiel k� k�� k�� k� mit k � k� � k� � k� Klassen der Signatur %� sind�
und wenn in der Signatur %� etwa die Klasse k� fehlt� dann reicht es nicht aus� wenn f�ur die
Bildung der RestriktionM� j��

einfach die Interpretation kTM�
� vergessen wird� Es m�ussten

zudem alle Konstantenstrukturen aller Teilklassen von k�� also insbesondere die Strukturen
der Klassen k und k�� umgebaut werden� damit sie ordnungsgem�a�e Strukturen bez�uglich der
Signatur %� sind� Ein solcher Umbau ist aber im allgemeinen nicht m�oglich� da dann auch
die Interpretationen von Typkonstruktoren mitge�andert werden m�ussten� Aus diesem Grund
ist eine allgemeine De�nition der Restriktion von Modellen nicht m�oglich�

Bei allen Erweiterungen� die ich im folgenden betrachten werde� treten diese Schwierigkeiten
aber nicht auf� und die Restriktion der Modelle kann in jedem Fall sehr einfach de�niert
werden� indem man die Interpretation der %� Signaturanteile von der Interpretation im Modell
M� �ubernimmt und den Rest vergi�t� Wenn die Restriktion m�oglich ist� dann ist sie in dieser
uniformen Weise de�niert� Sie mu� nur eben f�ur jede Form der Theorieerweiterung separat
de�niert werden�
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In all den von mir vorgestellten F�allen der Theorieerweiterung kann die Restriktion M� j��

f�ur %��Modelle de�niert werden� und es l�a�t sich folgendes Restriktionslemma formulieren
und durch Induktion �uber den Aufbau des Terms t beweisen�

Muster f�ur das Restriktionslemma�

Wenn %��%� Signaturen sind mit %� 	 %�� dann gilt f�ur alle Terme t � DT��
und

alle Belegungen �� � mit � sat ���GC�t���

M���t����

��
 �M� j��
��t����

��


F�ur alle Erweiterungen au�er den Erweiterungen um eine neue Klasse �Abschnitt ������ bzw�
eine neue Arit�at �Abschnitt ������ ist diese Aussage trivial und folgt direkt aus der De�nition
der Restriktion und der Tatsache� da� die zus�atzlichen Signaturanteile der Theorie Th� in den
Termen �uber der Signatur %� gar nicht vorkommen� Bei den Erweiterungen um eine neue
Klasse bzw� eine neue Arit�at hingegen wird f�ur einen bereits in der Signatur %� vorkommenden
Typkonstruktor eine neue �Uberladung hinzugef�ugt� Um hier das Restriktionslemma zu zeigen�
mu� man die speziellen Eigenschaften von �uberladenen Typkonstruktoren ausn�utzen�

Die Begri�e der konservativen Theorieerweiterung und der konservativen Modellerweiterung
werden nun de�niert wie folgt�

De�nition ���� Konservative Theorieerweiterung� konservative Modellerweiterung

Seien Th� � �%�� Ax�� KAx�� und Th� � �%�� Ax�� KAx�� Theorien mit Th� 	 Th� und
sei die RestriktionM� j��

f�ur %��Modelle de�niert�

Die Theorie Th� ist genau dann eine konservative Erweiterung der Theorie Th�� wenn
es f�ur jedes ModellM� der Theorie Th� ein ModellM� der Theorie Th� gibt� so da��

M� j��
�M�

Wenn das Modell M� die obige Bedingung erf�ullt� dann wird die Erweiterung des
Modells M� zuM� als konservative Modellerweiterung bezeichnet�

Der Nachweis der Existenz des ModellsM� wird im allgemeinen dadurch erbracht� da� man
f�ur ein beliebiges Modell M� konkrete Interpretationen f�ur die neuen Signaturanteile aus
Komponenten vonM� konstruiert� so da� ein Modell f�ur Th� entsteht� Der gerade eingef�uhrte
Begri� der konservativen Theorieerweiterung entspricht dem Begri� der streng persistenten
Erweiterung von �EGL�
�� wo verlangt wird� da� das bzgl� dem Signaturmorphismus � gebil�
dete Redukt !��M�� identisch mit dem zugrundeliegenden Modell M� vor der Erweiterung
ist� und nicht nur ein Isomorphismus zwischen den beiden %��Modellen existiert� In der Li�
teratur �uber die Logik HOL �GM
�� spricht man statt von einer konservativen Erweiterung
einfach von safe extension�

Wenn Th� eine konservative Erweiterung der Theorie Th� ist� dann gilt folgende Eigenschaft�
die der wesentliche Grund f�ur die Bezeichnung �konservativ� ist�
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Theorem ���

Wenn Th� eine konservative Erweiterung der Theorie Th� ist� dann gilt f�ur alle Formeln
p � FORM��

�

Th� j� p�� Th� j� p

Beweis� Folgt unmittelbar aus der De�nition der konservativen Erweiterung und dem
jeweiligen Restriktionslemma�

Wenn man im obigen Theorem das Zeichen j� f�ur die G�ultigkeit durch das Zeichen � f�ur
die Herleitbarkeit einer Formel in einer Theorie ersetzt� dann erh�alt man f�ur Logik erster
Stufe eine �aquivalente syntaktische Charakterisierung der konservativen Theorieerweiterung
�And���� Das syntaktische Kriterium garantiert� da� die Theorie Th� genau dann konsistent
�nicht jede Formel ist ableitbar� ist� wenn die Theorie Th� konsistent ist� In der Logik erster
Stufe ist jede konsistente Menge erf�ullbar� und damit ist auch die Existenz von Modellen f�ur
die erweiterte Theorie garantiert� In der Logik h�oherer Stufe HOL gilt dieser Erweiterungs�
satz leider nicht� und daher mu� die Konservativit�at �uber das oben angegebene Kriterium
der streng persistenten Erweiterbarkeit de�niert werden� Schlie�lich ist man prim�ar an der
Existenz von Modellen f�ur die neue Theorie interessiert und nicht nur an deren Konsistenz�
Die Existenz eines Modells garantiert umgekehrt nat�urlich die Konsistenz der Theorie�

����� Erweiterung durch Konstantende�nition

Die Theorieerweiterung durch eine Konstantende�nition ist die einfachste Form der Erwei�
terung� Diese Art der Erweiterung ist bereits f�ur die Logik HOL bekannt� und der hier
eingef�uhrte Mechanismus entspricht genau dem in �GM
�� beschriebenen�

Damit ich die Theorieanteile� die bei einer Erweiterung neu hinzukommen� besser beschreiben
kann� werde ich f�ur jede Form der Erweiterung eine spezielle Syntax einf�uhren� Diese soll
aber nicht als formaler Anteil der Logik verstanden werden� sondern dient einzig und allein
dazu� die Erweiterung klarer ausdr�ucken zu k�onnen� Im Fall der Erweiterung durch eine
Konstantende�nition werde ich zum Beispiel die Syntax

Th� � Th�  const hc � ti

verwenden� Diese Notation ist an �GM
�� angelehnt�

Die Theorieerweiterung durch eine Konstantende�nition wird durch die nun folgenden De��
nitionen charakterisiert�

De�nition ���� Erweiterung durch Konstantende�nition

Sei Th� � �%�� Ax�� KAx�� eine Theorie mit %� � �$�� C�� KS��� Die Erweiterung der
Theorie Th� durch eine Konstantende�nition wird dann folgenderma�en notiert�

Th� � Th�  const hc � ti

Dabei m�ussen die folgenden syntaktischen Bedingungen erf�ullt sein�
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B�� c ist ein neues Konstantensymbol bzgl� der Konstantenmenge C��

B�� t � DT��
ist ein vollgetypter Term �uber der Signatur %� mit � � GT��

�t� und es
gilt�

GC��
�t� � � � TV �t� � TV ���

t ist also ein geschlossener Term� und alle in t vorkommenden Typvariablen kom�
men auch in seinem generischen Typ vor� In �GM
�� wird ausf�uhrlich auf die
Wichtigkeit dieser Bedingung hingewiesen� Sie ist die Grundvoraussetzung f�ur die
Wohlde�niertheit der weiter unten angegebenen Modellerweiterung�

Die Komponenten der neuen Theorie Th� sind dann de�niert wie folgt�

C� � C� � f�c� ��g
%� � �$�� C�� KS��
Ax� � Ax� � fc �� � tg
Th� � �%�� Ax�� KAx��

O�ensichtlich ist Th� eine Theorie im Sinne der De�nition �����

Wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt bereits erw�ahnt� werde ich f�ur jede Erweite�
rung die zugeh�orige Restriktion der Modelle de�nieren� Im Fall der Erweiterung um eine
Konstantende�nition ist dies sehr einfach�

De�nition ���	 Restriktion bei  const

Sei Th� � Th�  const hc � ti und sei M� ein Modell f�ur die Signatur %�� Dann ist
die Restriktion M� j��

dasjenige Modell f�ur %�� das aus M� entsteht� wenn man die
Interpretation cM� wegl�a�t�

Die Tatsache� da�M� j��
ein Modell f�ur %� ist� ist dabei o�ensichtlich�

Aus der De�nition f�ur die Restriktion folgt unmittelbar das zugeh�orige Restriktionslemma�

Theorem ���� Restriktionslemma bei  const

Sei Th� � Th�  const hc � ti und seiM� ein Modell f�ur die Signatur %�� Dann gilt f�ur
alle Terme t � DT��

und alle Belegungen �� � mit � sat ���GC�t���

M���t����

��
 �M� j��
��t����

��


Beweis� leichte Induktion �uber den Aufbau von t�

Die Modellerweiterung bei der Erweiterung durch eine Konstantende�nition ist ebenso ein�
fach�



	 HOLC� Eine Logik h�oherer Stufe mit Typklassen

De�nition ���
 Modellerweiterung bei  const

Sei Th� � Th�  const hc � ti und seiM� � �TM� C�� ein Modell f�ur die Theorie Th��
Ein Modell M� f�ur %� ben�otigt eine zus�atzliche Interpretation f�ur die Konstante c�

Sei ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit

TV ��� � f��� � � � � �mg� m � 	� �� � � � � � �m

Die Interpretation cM� f�ur die neue Konstante c im Modell M� wird dann eindeutig
durch folgende De�nition festgelegt�

F�ur alle Belegungen �� � mit � sat ���GC�t�� soll gelten���

cM�������� � � � � ���m�� �M���t����

��


Das ModellM� entsteht ausM� durch Hinzuf�ugen der Interpretation cM��

M� � �TM� C� � fc
M�g�

O�ensichtlich ist M� ein Modell f�ur %� und es gilt M� j��
� M�� Durch Verwendung

der Interpretation von c sieht man ebenso leicht� da� M� ein Modell der Theorie Th� ist�
Zus�atzlich zu den Axiomen der Theorie Th� mu� ja nur die Gleichung c �� � t g�ultig sein�

����� Die Axiome der Logik HOLC

Mit Hilfe der Erweiterung durch Konstantende�nition kann nun die minimale Theorie Min
zur Theorie Log erweitert werden� In Log werden die �ublichen Junktoren und Quantoren der
Pr�adikatenlogik eingef�uhrt� sowie zus�atliche Abk�urzungen� die die Formulierung der Axiome
der Logik h�oherer Stufe in der auf Log aufbauenden Theorie Init vereinfachen� Alle folgenden
De�nitionen sind bis auf kleine notationelle Unterschiede �GM
�� entnommen� da die Logik
HOLC sich in diesen Punkten nicht von HOL unterscheidet� Die Terme in den folgenden
De�nitionen seien wie �ublich mittels dec vollgetypt�

De�nition ��� Theorie Log

Die Theorie Log entsteht aus der Theorie Min durch mehrfache Erweiterung per Kon�
stantende�nition�

Log � Min

 const hTrue � ��x �bool� x� � ��x �bool� x�i

 const h� � �P� �P � ��x� True��i

 const h� � �P� P �
x� P �i

 const hFalse � �P� P i

 const h� � �P� P � Falsei

 const h � � �PQ��R� �P � Q� R�� Ri

 const h � � �PQ��R� �P � R�� �Q� R�� Ri

 const hinj � �f��xy� fx � fy � x � yi

 const hsurj � �f��y��x� y � fxi

��� wird eigentlich gar nicht ben�otigt� da t ein geschlossener Term ist�
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In der obigen De�nition wurden wieder einige Schreiberleichterungen f�ur die neu eingef�uhr�
ten Konstanten benutzt� Sie sind in der folgenden Tabelle mit den zugeh�origen Priorit�aten
aufgef�uhrt�

Extern Intern Mix�x�Priorit�at

Allquantor �x� P ����x� P �� Binder �	
Existenzquantor �x� P ����x� P �� Binder �	
Konjunktion t� � t� �� � t��t�� Rechts ��
Disjunktion t� � t� �� � t��t�� Rechts �	

Aufbauend auf der Theorie Log kann nun die Theorie Init eingef�uhrt werden� mit der dann
die Formalisierung der Logik h�oherer Stufe HOLC abgeschlossen ist� Die Logik h�oherer Stufe
HOLC setzt sich also aus dem Deduktionssystem DMin und der Theorie Init zusammen� Die
De�nitionen f�ur Pr�auniversen� Typmodelle und Modelle sind so abgefa�t� da� die nachfolgen�
den Axiome bereits in allen Modellen der Theorie Log gelten� Die Axiome dienen nur dazu�
die Eigenschaften der Logik h�oherer Stufe syntaktisch verf�ugbar zu machen� Diese zus�atzli�
chen Axiome �andern allerdings nichts an der Tatsache� da� die Logik HOLC unvollst�andig
ist� Eine ausf�uhrliche Behandlung der Vollst�andigkeitsproblematik �ndet sich �And���� Die
dort untersuchte Logik Q�


 entspricht� abgesehen vom polymorphen Typsystem� der Logik
HOL von Gordon �Gor��� GM
�� und der hier vorgestellten Erweiterung HOLC�

De�nition ���� Theorie Init� Standardtheorien� Standardmodelle

Die Theorie Init entsteht aus der Theorie Log durch Hinzuf�ugen der folgenden � Axiome�
Die Axiome sind wieder �GM
�� entnommen�

�P� P � True � P � False True or False
�PQ� �P � Q�� �Q� P �� P � Q i�
�f� ��x� fx� � f eta
�Px� Px� P �
x� Px� choice
�f � ind� ind� �inj f� � ���surj f�� in�nity

Jede Theorie� die eine Theorieerweiterung von Init ist� wird als Standardtheorie be�
zeichnet� Modelle von Standardtheorien werden als Standardmodelle bezeichnet� Im
folgenden werden nur noch Standardtheorien betrachtet�

Die De�nitionen f�ur Pr�auniversen� Typmodelle und Modelle sind so abgefa�t� da� folgendes
Theorem gilt�

Theorem ����

Jedes Modell der Theorie Log erf�ullt bereits die Axiome der Theorie Init� Die Theorie
Init ist damit trivialerweise eine konservative Erweiterung der Theorie Log�

Beweis� folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von Modellen und den Konstantende�
�nitionen der Theorie Log� Ein ausf�uhrlicher Beweis �ndet sich in �GM
���
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Per De�nition sind Standardtheorien Erweiterungen der Theorie Init und somit auch Erwei�
terungen von Log� Die De�nition der Konstante False f�uhrt jedoch dazu� da� False in jedem
Standardmodell durch das Element F � Two interpretiert wird� Daraus ergibt sich sehr leicht
der Beweis f�ur folgendes Theorem�

Theorem ���� Konsistenz von Standardtheorien

Wenn eine Standardtheorie ein Modell hat� dann ist sie auch konsistent�

Eine Theorie hei�t dabei konsistent� wenn in ihr nicht jede Formel ableitbar ist� In
Standardtheorien ist dies �aquivalent dazu� da� die Sequenz � I False nicht herleitbar
ist�

Beweis� Wegen der Korrektheit des Deduktionssystems DMin w�urde aus der Herleit�
barkeit der Sequenz � I False bereits deren G�ultigkeit folgen� Die Sequenz � I False
ist jedoch in keinem Standardmodell g�ultig� da sonst das Element F identisch mit dem
Element Tsein m�u�te�

Der Satz kann nat�urlich auch f�ur Theorien formuliert werden� in denen die Konstante False
noch nicht de�niert ist� etwa f�ur die Theorie Min� Man verwendet im oben angedeuteten
Widerspruchsbeweis statt der Herleitbarkeit der Formel False einfach den Term� durch den die
Konstante False in der Theorie Log de�niert wird� Der Widerspruch ergibt sich im Ende�ekt
immer dadurch� da� in allen Modellen die Elemente F und Tunterschiedlich sein m�ussen�

����� Erweiterung durch eine Klasse

In diesem Abschnitt werde ich die konservative Theorieerweiterung durch eine neue Klasse
beschreiben� Die Idee� die hinter dieser Erweiterung steckt� wurde bereits in Abschnitt ���
beschrieben� Hier folgt nun die formale Behandlung der Erweiterung� Mit diesem Erwei�
terungsmechanismus kann nur eine einzelne Klasse hinzugef�ugt werden� und es darf nur
eine unmittelbare Oberklasse angegeben werden� Auf diese Weise k�onnen nur baumartige
Klassenhierarchien aufgebaut werden� Eine allgemeinere Art der Erweiterung mit mehre�
ren unmittelbaren Oberklassen ist durchaus denkbar� allerding wird dadurch die Modeller�
weiterung erheblich kompliziert� Da ich f�ur die Entwicklung von HOLCF nur eine lineare
Klassenhierarchie ben�otigt habe� gen�ugt aber der hier vorgestellte Erweiterungsmechanismus
vollst�andig�

Die Theorieerweiterung durch eine neue Klasse wird durch folgende De�nition charakterisiert�

De�nition ��	� Erweiterung durch eine neue Klasse

Sei Th� � �%�� Ax�� KAx�� eine Theorie mit Signatur %� � �$�� C�� KS�� und Typsi�
gnatur $� � �K����� TC��� Die Erweiterung der Theorie Th� durch eine neue Klasse
wird dann folgenderma�en notiert�

Th� � Th� class

class k� � k�

classvar �k�
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classconsts KSk� � fc� ���� � � � � cn ��ng

classaxioms KAxk� � fax�� � � � � axmg

witness tc �k�

instmap I � �k� �� tc
c� �� ec�

���
cn �� fcn

Damit die Theorieerweiterung durchgef�uhrt werden kann� m�ussen einige syntaktische
Bedingungen erf�ullt sein� Um diese formulieren zu k�onnen� werden gleich die Signaturen
f�ur die neue Theorie Th� mit ihren jeweiligen Komponenten eingef�uhrt�

K� � K� � fk�g

�� � ��� �f�k�� k��g�
�

TC� � TC� � ftc �k�g

$� � �K����� TC��

C� � C� �KSk�

KS� � �KSk�k�K�

%� � �$�� C�� KS��

Dabei bedeutet die Anwendung des Operators � �� die Bildung der transitiven und
re�exiven H�ulle einer Relation� Dies ist hier notwendig� da die Klassenordnung ��

wieder eine partielle Ordnung sein mu�� Die syntaktischen Bedingungen sind nun wie
folgt�

B�� k� �� K� und k� � K�

B�� �i � f�� � � � � ng� �i � T��nk� � TV ��i� � f�k�g � ����� �ci� �� � C��

B�� �ax � KAxk�� ax � FORM��nk� � TV �ax� � f�k�g

B�� tc �k� � TC� � k� � mincodom�tc� ���

B�� �i � f�� � � � � ng� I��i� � T��
� �eci� I��i�� � C�� wobei die Instanzabbildung I in

o�ensichtlicher Weise auf Typterme fortgesetzt wird�

B�� �ax � KAxk�� �Th�� DMin� � I�ax�� wobei die Instanzabbildung I in o�ensichtli�
cher Weise auf Terme fortgesetzt wird�

Die neue Theorie Th� wird dann de�niert wie folgt�

Ax� � Ax� �KAxk� �

fc� �I���� � ec� �I����� � � � � cn �I��n� � fcn �I��n�g
KAx� � �KAxk�k�K�

Th� � �%�� Ax�� KAx��
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Die Bedingung B� besagt� da� k� ein neuer Klassenbezeichner ist und die Einordnung der
neuen Klasse k� in die Klassenhierarchie der Theorie Th� m�oglich ist� Bedingungen B� und
B� garantieren die in den De�nitionen f�ur Signaturen und Theorien geforderten Eigenschaften
f�ur charakteristische Konstanten und charakteristische Axiome� Weiterhin wird durch B� ge�
fordert� da� die charakteristischen Konstanten ci neue Konstanten sind� Bedingung B� sichert
die Regularit�at der neuen Typsignatur $�� Aus Bedingung B� folgt die Wohlgeformtheit der
Instanzaxiome in Ax�� Die Bedingung B� ist von zentraler Bedeutung f�ur die Erweiterbarkeit
von Modellen der Theorie Th�� Nach dieser Bedingung sind die charakteristischen Axiome der
neuen Klasse k� in allen Modellen der Theorie Th� g�ultig� wenn sie f�ur den Zeugen tc �k� spe�
zialisiert werden� Die Interpretation der neuen Arit�at tc �k� f�ur den Typkonstruktor tc wird
in der Modellerweiterung gerade so de�niert� da� sich aus �Th�� DMin� � I�ax� die G�ultigkeit
Th� j� ax der charakteristischen Axiome in Th� folgern l�a�t� Die Bedingungen garantieren
also zum einen� da� $� und %� wohlgeformte Signaturen sind bzw� Th� eine wohlgeformte
Theorie ist� zum anderen erm�oglichen sie aber auch die konservative Modellerweiterung�

Als Beispiel f�ur die Einf�uhrung einer neuen Klasse m�ochte ich hier nochmals die Einf�uhrung
der Klasse po aus der informellen Einf�uhrung in Abschnitt ��� bringen� In der eben de�nierten
Notation f�ur die Klassenerweiterung sieht das Beispiel folgenderma�en aus�

Porder � Base class

class po � top

classvar �po

classconsts KSpo � f v ��po � �po � bool g

classaxioms KAxpo � f
x v x�

x v y � y v x� x � y�
x v y � y v z � x v z

g

witness void � top

instmap I � �po �� void
v �� less void

Die Restriktion von %��Modellen auf die Signatur %� wird folgenderma�en de�niert�

De�nition ��	� Restriktion bei  class

Sei die Theorie Th� durch eine Erweiterung um eine neue Klasse mittels  class ent�
standen� und seiM� ein Modell f�ur die Signatur %�� Dann ist die RestriktionM� j��

dasjenige Modell f�ur %�� das ausM� entsteht� wenn man im Typmodell TM� die In�
terpretation k�TM� f�ur das Universum der Klasse k� und die Interpretation tcTM�

k� f�ur
die neue �Uberladung tc �k� entfernt� sowie im Modell M� die Interpretationen f�ur die
charakteristischen Konstanten cM�

� � � � � � cM�
n wegl�a�t�

Die Tatsache� da�M� j��
ein Modell f�ur %� ist� ist wieder o�ensichtlich�

Aus der De�nition f�ur die Restriktion folgt durch leichte Induktion das folgende Restriktions�
lemma� welches diesmal auch f�ur Typterme formuliert werden mu�� da die Typsignatur bei
 class ebenfalls ver�andert wird�
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Theorem ���� Restriktionslemma bei  class

Sei die Theorie Th� durch eine Erweiterung um eine neue Klasse mittels  class entstan�
den� und seiM� � �TM�� C�� ein Modell f�ur die Signatur %��

Dann gilt f�ur alle Typterme � � T��
und Belegungen ��

fgtc�k�TM���� ����

� � � TM� j��
��� ����

�

wobei

c � lst��
��� und k � lst��

���

Weiterhin gilt f�ur alle Terme t � DT��
und alle Belegungen �� � mit � sat ���GC�t���

M���t����

��
 �M� j��
��t����

��


Beweis� leichte Induktion �uber den Aufbau der Terme � bzw� t�

Nun wollen wir uns der schrittweisen Konstruktion eines Modells f�ur die Theorie Th� zuwen�
den� wenn Th� aus Th� durch  class entsteht und ein Modell M� f�ur Th� gegeben ist� Sei
dabei M� � �TM�� C�� mit TM� � �K�� T C���

Schritt �

Zuerst de�nieren wir ein Universum k�TM�� f�ur die neue Klasse k�� Dieses Universum besteht
nur aus Strukturen der Klasse k� �vgl� De�nition ������ Der Index � bedeutet� da� es sich
dabei um den ersten Schritt der Konstruktion handelt� In weiteren Schritten wird dieses
Universum dann verkleinert� so da� am Schlu� nur noch klasseng�ultige Strukturen der Klasse
k� enthalten sind� Das Universum k�TM�� ist de�niert wie folgt�

k�TM�� � f�car�X�� �const� fk� �� stru�X�g�� j Bedingung g

wobei

Bedingung �

��������	
X � k�TM� und
const 	 CID �

S
Y �PU Y

ist eine endliche Abbildung mit
const�c� de�niert � ��� c �� � KSk�

Das Universum k�TM�� ist per Konstruktion eine nichtleere Kollektion von Strukturen der
Klasse k�� Die Konsistenz der Konstantenstrukturen folgt dabei aus der Tatsache� da� k�
der einzige unmittelbare Nachfolger von k� ist�

Weiterhin de�nieren wir die Interpretation tcTM��
k� f�ur die neue �Uberladung tc �k�� F�ur

beliebiges�� � de�nieren wir�

tcTM��
k� � Z

��� ist hier unerheblich� da alle weiter unten auftretenden Typterme variablenfrei sind�



�� HOLC� Eine Logik h�oherer Stufe mit Typklassen

wobei�

Z � �car� bZ�� �const� fk� �� stru� bZ�g��bZ � tcTM�
k�

const � c� �� M���I�c� ������
��

�
���

cn �� M���I�cn ��n���
��

�

Per Konstruktion ist tcTM��
k� eine Struktur der Klasse k� und nach De�nition von k�TM��

ebenfalls ein Element dieses Universums�

Nun k�onnen wir ein erstes Modell TM�� f�ur die Typsignatur $� de�nieren
�� �

T C�� � T C�  tcTM��
k�

TM�� � �K� k�TM�� � T C���

Per Konstruktion erf�ullt TM�� alle Eigenschaften f�ur ein $��Modell�

Schritt �

Das Universum k�TM�� enth�alt sicher zuviele Strukturen� denn es wurden bisher keinerlei
Einschr�ankungen bez�uglich der typkorrekten Interpretation der charakteristischen Konstanten
der Klasse k� gemacht� In einem weiteren Schritt schr�anken wir k�TM�� derart ein� da� nur
noch typkorrekte Strukturen der Klasse k� verbleiben� Wir verkleinern das Universum k�TM��

und de�nieren�

k�TM�� � fX � k�TM�� j X tcor �TM��� KSk��g

wobei X tcor �TM��� KSk�� die Bedingungen f�ur typkorrekte Strukturen gem�a� De�nition
���� beschreibt�

Das verkleinerte Universum k�TM�� ist nicht leer� Diese Aussage beweisen wir� indem wir
zeigen� da� die Interpretation tcTM��

k� ein Element dieses Universums ist�

Theorem ���� tcTM��
k� � k�TM��

Um diese Aussage zu beweisen� m�ussen wir zeigen� da� die Bedingungen f�ur typkorrekte
Strukturen gem�a� De�nition ���� von tcTM��

k� erf�ullt werden� Neben Bedingungen� die
bereits trivialerweise per Konstruktion erf�ullt sind� bleibt zu zeigen�

F�ur alle charakteristischen Konstanten c �� � KSk� und Belegungen � soll gelten�

const�Z��c� � car�TM����� ��
��nk�
��Z����

wobei Z f�ur tcTM��
k� steht und � die Klassenvariable der Klasse k� ist�

��Ich schreibe in den folgenden De�nitionen kurz � f�ur die jeweils an dieser Stelle angebrachte Erweiterung
der einzelnen Strukturen� Dies macht die Notation erheblich lesbarer�
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Aus der De�nition f�ur Z � tcTM��
k� wissen wir�

const�Z��c� �M���I�c �������

�

und mit Theorem ���� �uber die Typkorrektheit der Interpretationsfunktion folgt dann

const�Z��c� � car�TM���I�������

� �

Es reicht also zu zeigen�

car�TM����� ��
��nk�
��Z���� � car�TM���I�������

� �

Nun wissen wir� da� TM�� ein Typmodell f�ur $� ist und da� Z � tcTM��
k� sicher in

k�TM�� � Weiterhin ist der Teil der Instanzabbildung I � der die Klassenvariable � auf
den Zeugen tc abbildet� bez�uglich der Signatur $� eine zul�assige Typsubstitution� da
tc �k� � TC�� Wir d�urfen also das Substitutionslemma ���� anwenden� Es gilt folgende
Gleichungskette� die den Beweis abschlie�t�

car�TM����� ��
��nk�
��Z����

� �Theorem ���� und Carrier�Lemma ���	�

car�TM����� ��
��

��Z����

� �Substitutionslemma ���� und Carrier�Lemma ���	�

car�TM����I�����
��

� �

� �Restriktionslemma ���� und Carrier�Lemma ���	�

car�TM���I�������

� �

Nun k�onnen wir das Typmodell T M�� verfeinern� indem wir das Universum k�TM�� durch
das angemessenere Universum k�TM�� ersetzen� Der gerade gef�uhrte Beweis garantiert uns�
da� dies wieder zu einem Modell f�ur $� f�uhrt�

TM�� � �K� k�TM�� � T C���

Das neue Typmodell TM�� ist die Basis f�ur ein erstes %��Modell� Um ein solches zu erhalten
m�ussen wir die Interpretationen f�ur die charakteristischen Konstanten c �� � KSk� festlegen�

F�ur alle Strukturen X � k�TM�� und alle charakteristischen Konstanten c �� � KSk� legen
wir fest�

cM���X� � const�X��c�

Ein Modell f�ur die Signatur %� ergibt sich dann durch folgende De�nition�

M�� � �TM��� C���

wobei C�� � C�  fcM�� j ��� c �� � KSk�g

Per Konstruktion erf�ulltM�� die Eigenschaften aus der De�nition ���� f�ur Signaturmodelle�
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Schritt �

In einem letzten Schritt schr�anken wir das Universum k�TM�� noch weiter ein� so da� nur
noch klasseng�ultige Strukturen im Universum verbleiben� d�h� nur solche Strukturen� f�ur die
die charakteristischen Axiome der Klasse k� gelten�

Wir verkleinern das Universum k�TM�� noch weiter und de�nieren�

k�TM� � fX � k�TM�� j X cval �M��� KAxk��g

wobei X cval �TM��� KAxk�� die Bedingungen f�ur klasseng�ultige Strukturen gem�a� De�ni�
tion ���� beschreibt�

Ein weiterer Index � ist in der obigen De�nition nicht mehr n�otig� da es sich um den letzten
Schritt der Erweiterung handelt� Per De�nition enth�alt das Universum k�TM� nur noch
Strukuren X � f�ur die die charakteristischen Axiome der Klasse k� gelten� Es stellt sich
die Frage� ob das Universum k�TM� nicht leer ist� Diese Frage k�onnen wir aber positiv
beantworten� indem wir wieder zeigen� da� die Interpretation tcTM��

k� ein Element dieses
Universums ist�

Theorem ���� tcTM��
k� � k�TM�

Um diese Aussage zu beweisen� m�ussen wir zeigen� da� die Bedingungen f�ur klas�
seng�ultige Strukturen gem�a� De�nition ���� von tcTM��

k� erf�ullt werden� Wenn wir wieder
die Abk�urzung Z � tcTM��

k� w�ahlen und wenn � die Klassenvariable der Klasse k� ist�
m�ussen wir zeigen�

F�ur alle ax � KAxk� mit generischem Kontext & � GC�ax� und f�ur alle Belegungen
�� � mit � sat ���Z����&� mu� gelten�

M����ax��
��nk�
��Z����
 � T

Wegen Bedingung B� aus De�nition ���	 und der Korrektheit des Herleitungsbegri�s
reicht es aber zu zeigen�

M����ax��
��nk�
��Z����
 �M���I�ax�����

��


Wir bilden wieder eine Gleichungskette�

M����ax��
��nk�
��Z����


� �Theorem �����

M����ax��
��

��Z����


� �Hilfslemma ���� siehe unten�

M����I�ax���
��

��


� �Restriktionslemma �����

M���I�ax�����

��
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Im obigen Beweis haben wir die aus Schritt � bekannte Eigenschaft ausgen�utzt� da�M�� ein
Modell f�ur die Signatur %� ist� Weiterhin wurde das folgende technische Hilfslemma benutzt�
das fast wie das Substitutionslemma ���� aussieht� Es unterscheidet sich jedoch dadurch� da�
die Instanzabbildung I auf Termebene Konstanten ersetzt und nicht Variable wie bei einer
normalen Substitution�

Theorem ����

Im Kontext des obigen Beweises gilt�

M����ax��
��

��Z����
 �M����I�ax���
��

��


Beweis� leichte Induktion �uber den Aufbau des Axioms ax�

Wie wissen also jetzt� da� auch das Universum k�TM� nicht leer ist� Weiterhin ist dieses
Universum maximal gro� in dem Sinn� da� jede klasseng�ultige Struktur der Klasse k�� die
sich auf der Basis des Typmodells TM� bilden l�a�t� im Universum enthalten ist� Folgende
De�nitionen beschlie�en nun die Modellkonstruktion f�ur den Fall der Erweiterung um eine
neue Klasse�

De�nition ��	� Modell f�ur Th�

Das Typmodell f�ur die Typsignatur $� wird festgelegt als�

TM� � �K� k�TM�� T C���

F�ur alle Strukturen X � k�TM� und alle charakteristischen Konstanten c �� � KSk�
legen wir fest�

cM��X� � const�X��c�

Ein Modell f�ur die Signatur %� ergibt sich dann durch folgende De�nition�

M� � �TM�� C��

wobei C� � C�  fcM� j ��� c �� � KSk�g

Wie schon das %��Modell M�� aus Schritt � erf�ullt M� wieder die Eigenschaften aus der
De�nition ���� f�ur Signaturmodelle� Per Konstruktion des Universums k�TM� sind in M�
aber zus�atzlich alle charakteristischen Axiome der Klasse k� g�ultig� Weiterhin sind auch die
Instanzaxiome f�ur den Prototyp tc per Konstruktion g�ultig� Zusammenfassend gilt folgendes
Theorem�

Theorem ���	

Das in De�nition ���� de�nierte Modell M� ist ein Modell f�ur die Theorie Th� und es
gilt�

M� j��
�M�

Die Theorie Th� ist also durch konservative Erweiterung der Theorie Th� entstanden�

Beweis� folgt direkt aus der Konstruktion des ModellsM��
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����� Erweiterung durch eine neue Arit�at

In diesem Abschnitt werde ich die konservative Theorieerweiterung durch eine neue Arit�at f�ur
einen Typkonstruktor beschreiben� Auch f�ur diesen Erweiterungsmechanismus habe ich die
Idee bereits in Abschnitt ��� beschrieben� Mit Hilfe dieses Mechanismus k�onnen nicht beliebige
Arit�aten hinzugef�ugt werden� Zum einen gibt es syntaktische Beschr�ankungen� die sich im
wesentlichen durch die Regularit�atsforderung f�ur Typsignaturen ergeben� Zum anderen soll
die Erweiterung konservativ sein� und somit mu� eine relativ starke Beziehung zwischen der
neuen Arit�at f�ur den Typkonstruktor und schon bereits in der Theorie enthaltenen Arit�aten
bestehen�

Die Theorieerweiterung durch eine neue Arit�at wird durch folgende De�nition charakterisiert�

De�nition ��	� Erweiterung durch eine neue Arit�at

Sei Th� � �%�� Ax�� KAx�� eine Theorie mit Signatur %� � �$�� C�� KS�� und Typsi�
gnatur $� � �K����� TC��� Die Erweiterung der Theorie Th� durch eine neue Arit�at
f�ur den Typkonstruktor tc wird dann folgenderma�en notiert�

Th� � Th� arity

arities tc � �h�� � � � � hm�h
witness tc � �k�� � � � � km�k
instmap I � � �� ��� � � ��mtc�

c� �� ec�
���

cn �� fcn
Damit die Theorieerweiterung durchgef�uhrt werden kann� m�ussen einige syntaktische
Bedingungen erf�ullt sein�

B�� Anforderungen an die Klassen h� hj� k� kj�

fh�� � � � � hm� h� k�� � � � � km� kg 	 K�

h �� top � fk� j h�k�g � fkg
�j � f�� � � � � mg� hj � kj

Die zweite Eigenschaft besagt� da� k der einzige Nachfolger von h ist und da� h
nicht die Klasse top ist� Um einen Typkonstruktor mit Arit�at tc � �h�� � � � � hm�top
einzuf�uhren� mu� der Mechanismus zur Einf�uhrung eines neuen Typkonstruktors
aus Abschnitt ����� eingesetzt werden� Die dritte Eigenschaft sichert unter anderem
die Comonotonie der neuen Signatur�

B�� Anforderungen bzgl� charakteristischer Konstanten�

KSh � fc� ���� � � � � cn ��ng
�i � f�� � � � � ng� TV ��i� � f�g

In der Instanzabbildung I werden also alle charakteristischen Konstanten der
Klasse h ber�ucksichtigt� Weiterhin ist � die Klassenvariable der Klasse h�
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B�� Anforderungen an den Zeugen�

tc � �k�� � � � � km�k � TC�

�w� w � �h�� � � � � hn� �� k � mincodom�tc� w�

Diese Eigenschaften werden sp�ater die Regularit�at der neuen Signatur sicherstellen�

B�� Anforderungen an die Instanzabbildung I �

�j � f�� � � � � mg� �j � "hj
�i � f�� � � � � ng� �eci� I��i�� � C�

wobei die Instanzabbildung I in o�ensichtlicher Weise auf Typterme fortgesetzt
wird� Diese Eigenschaften garantieren� da� die sp�atere De�nition f�ur die Interpre�
tation der neuen �Uberladung klassenkorrekt ist und da� die Interpretationen f�ur
die Instanzen der ci typkorrekt sind�

B�� Die Instanzen der Klassenaxiome gelten f�ur den Zeugen�

�ax � KAxh��Th�� DMin� � I�ax�

wobei die Instanzabbildung I in o�ensichtlicher Weise auf Terme fortgesetzt wird�
Diese Bedingung ist zentral f�ur die nachfolgende konservative Modellerweiterung�

Die Komponenten der neuen Theorie Th� werden dann de�niert wie folgt�

K� � K�

�� � ��

TC� � TC� � ftc � �h�� � � � � hm�hg

$� � �K����� TC��

C� � C�

KS� � KS�

%� � �$�� C�� KS��

Ax� � Ax� � fc� �I���� � ec� �I����� � � � � cn �I��n� � fcn �I��n�g
KAx� � KAx�

Th� � �%�� Ax�� KAx��

Aus der obigen De�nition f�ur die Komponenten der Theorie Th� ist ersichtlich� da� in der
Typsignatur $� lediglich die neue �Uberladung tc � �h�� � � � � hm�h hinzugef�ugt wird� Ansonsten
bleibt die Signatur unver�andert� Die Bedingungen B� und B� garantieren die Wohlgeformtheit
der neuen Signaturen $� und %�� Die Menge der Axiome AX� unterscheidet sich von Ax� nur
durch die zus�atzlichen Instanzaxiome f�ur die charakteristischen Konstanten� Die Bedingungen
B� � B� garantieren die Wohlgeformtheit der Theorie Th��

In der eben de�nierten Notation f�ur die Erweiterung durch eine neue Arit�at sieht das Beispiel
aus der informellen Einf�uhrung in Abschnitt ���� Abbildung ��� folgenderma�en aus�
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Fun	 � Fun� arity

arities � � �top� po�po
witness � � �top� top�top
instmap I � �po �� ��top � �po�

v �� less fun

Die Restriktion von %��Modellen auf die Signatur %� wird f�ur die Erweiterung mittels  arity

folgenderma�en de�niert�

De�nition ��	� Restriktion bei  arity

Sei die Theorie Th� durch eine Erweiterung um eine neue Arit�at mittels  arity ent�
standen� und seiM� ein Modell f�ur die Signatur %�� Dann ist die RestriktionM� j��

dasjenige Modell f�ur %�� das aus M� entsteht� wenn man im Typmodell TM� die
Interpretation tcTM�

h������hm�h f�ur die neue �Uberladung tc � �h�� � � � � hm�h entfernt�

Die Tatsache� da� TM� j��
ein Modell f�ur $� ist und da�M� j��

ein Modell f�ur %� ist�
ist wieder o�ensichtlich�

Aus der De�nition f�ur die Restriktion folgt durch leichte Induktion das folgende Restriktions�
lemma�

Theorem ���
 Restriktionslemma bei  arity

Sei die Theorie Th� durch eine Erweiterung um eine neue Arit�at mittels  arity entstan�
den� und seiM� � �TM�� C�� ein Modell f�ur die Signatur %��

Dann gilt f�ur alle Typterme � � T��
und Belegungen ��

fgtc�k�TM���� ����

� � � TM� j��
��� ����

�

wobei

c � lst��
��� und k � lst��

���

Weiterhin gilt f�ur alle Terme t � DT��
und alle Belegungen �� � mit � sat ���GC�t���

M���t����

��
 �M� j��
��t����

��


Beweis� leichte Induktion �uber den Aufbau der Terme � bzw� t�

Nachdem die Restriktion de�niert ist� k�onnen wir uns nun der konservativen Modellerwei�
terung im Fall  arity zuwenden� Sei also Th� aus Th� durch  arity entstanden und sei ein
Modell M� f�ur Th� gegeben mitM� � �TM�� C�� und TM� � �K�� T C���

Um ein Modell f�ur die neue Theorie Th� zu konstruieren� m�ussen wir im wesentlichen eine
Interpretation tcTM�

h������hm�h f�ur die neue �Uberladung tc � �h�� � � � � hm�h festlegen� Dabei werden
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wir uns nat�urlich auf die bereits in M� vorliegenden Interpretationen tcTM�
k������km�k und ecM�

i

abst�utzen� F�ur jede Belegung � de�nieren wir den Wert tcTM�
h������hm�h������� � � � � ���m�� derart�

da� jedesmal eine Struktur der Klasse h entsteht� Die Bedingungen B��B� garantieren dabei�
da� diese Strukturen typkorrekt und klasseng�ultig sind� Weil die Universen f�ur Modelle per
De�nition maximal gro� sein m�ussen� k�onnen wir daraus dann ableiten� da� die Strukturen
bereits Elemente des Universums hTM� waren� was das zentrale Argument f�ur den Nachweis
der Konservativit�at ist�

F�ur beliebiges � de�nieren wir die Interpretation tcTM�
h� �����hm�h f�ur die neue �Uberladung

tc � �h�� � � � � hm�h wie folgt�

tcTM�
h������hm�h������� � � � � ���m�� � Z�

wobei�

Z� � �car�cZ��� �const�� fk �� stru�cZ��g��cZ� � TM������ � � ��mtc���
��

�

const� � c� �� M���I�c� ��������

�
���

cn �� M���I�cn ��n���
��

�

Wegen Bedingungen B� und B� gilt mit obiger De�nition dann

cZ� � tcTM�
k������km�k�fgth��k��������� � � � � fgthm�km����m���

und deswegen auch

fgth�k�tc
TM�
h������hm�h������� � � � � ���m���

�
tcTM�

k������km�k�fgth��k��������� � � � � fgthm�km����m���

Dies ist gerade die Eigenschaft E� f�ur �uberladene Typkonstruktoren aus der De�nition ���	
f�ur Typmodelle�

F�ur die gerade de�nierte Interpretation

tcTM�
h������hm�h������� � � � � ���m�� � Z�

beweisen wir jetzt eine Reihe von Theoremen� mit deren Hilfe wird dann die Konservativit�at
der Modellerweiterung zeigen� Das Ziel� das wir dabei verfolgen� ist der Nachweis� da� Z�
bereits schon im Typmodell TM� ein Element des Universums hTM� ist� Per Konstruktion
ist Z� eine Struktur der Klasse h� Um zu zeigen� da� Z� auch typkorrekt und klasseng�ultig ist�
werden wir die vorerst als Pseudo�Belegung zu betrachtende Belegung ��Z���� verwenden�

Als erstes zeigen wir zwei technische Hilftheoreme� die in sp�ateren Beweisen ben�otigt werden�
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Theorem ���

F�ur alle � und alle Typen � � T��nh von charakteristischen Konstanten c �� � KSh mit
TV ��� � f�g gilt�

fgtek��ek��TM���� ��
��nh
��Z����

� � TM���I�������nh
�

wobei

fk� � lst��nh��� �
fk� � lst��nh�I����

Beweis� Per Induktion �uber den Aufbau von � und einer zum Beweis von Theorem ����
analogen Argumentation� Gem�a� Theorem ���� sind alle hierbei verwendeten Interpre�
tationen von Termen wohlde�nert�

Theorem ����

F�ur alle ax � KAxh mit & � GC�ax�� TV �ax� � f�g und alle Belegungen �� � mit
� sat ���Z�����&� gilt�

M���ax��
��nh
��Z�����


�M���I�ax�����nh
��


Beweis� Per Induktion �uber den Aufbau des Terms t und Verwendung von Theorem
�����

Nun beweisen wir� da� f�ur jede Belegung � die soeben de�nierte Struktur Z� ein Element des
Universums hTM� ist� Dazu ben�otigen wir vier Schritte�

Theorem ���� Schritt �

Z� ist eine Struktur der Klasse h�

Beweis� folgt trivial aus der Konstruktion von Z� �

Theorem ���� Schritt 	

F�ur alle Belegungen � ist Z� eine typkorrekte Struktur bzgl� Typmodell TM� und
Klasse h �i�Z� Z� tcor �TM�� KSh���

Beweis� Um diese Aussage zu beweisen� m�ussen wir zeigen� da� die Bedingungen f�ur typ�
korrekte Strukturen gem�a� De�nition ���� von Z� erf�ullt werden� Neben Bedingungen�
die bereits trivialerweise per Konstruktion erf�ullt sind� bleibt zu zeigen�

F�ur alle charakteristischen Konstanten c �� � KSh und Belegungen � soll gelten�

const�Z���c� � car�TM���� ����nh
��Z����

�

wobei � wieder die Klassenvariable der Klasse h ist�

Aus der De�nition f�ur Z� wissen wir�

const�Z���c� �M���I�c �������

�
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und mit Theorem ���� �uber die Typkorrektheit der Interpretationsfunktion folgt dann

const�Z���c� � car�TM���I�������

� �

Es reicht also zu zeigen�

car�TM���� ��
��nh
��Z����

� � car�TM���I�������

� �

Es gilt folgende Gleichungskette� die den Beweis abschlie�t�

car�TM���� ����nh
��Z����

�

� �Theorem ���� und Carrier�Lemma ���	�

car�TM���I�������nh
� �

� �Theorem ���� und Carrier�Lemma ���	�

car�TM���I�������

� �

Theorem ���� Schritt �

F�ur alle Belegungen � ist Z� eine klasseng�ultige Struktur bzgl� %��Modell M� �i�Z�
Z� cval �M�� KAxh���

Beweis� Um diese Aussage zu beweisen� m�ussen wir zeigen� da� die Bedingungen f�ur
klasseng�ultige Strukturen gem�a� De�nition ���� von Z� erf�ullt werden� Wenn � die
Klassenvariable der Klasse h ist� m�ussen wir zeigen�

F�ur alle ax � KAxh mit generischem Kontext & � GC�ax� und f�ur alle Belegungen �� �
mit � sat ���Z�����&� mu� gelten�

M���ax����nh
��Z�����


� T

Wegen Bedingung B� aus De�nition ���� und der Korrektheit des Herleitungsbegri�s
reicht es aber zu zeigen�

M���ax��
��nh
��Z�����


�M���I�ax�����

��


Wir bilden wieder eine Gleichungskette�

M���ax����nh
��Z�����


� �Theorem ���
�

M���I�ax�����nh
��


� �Theorem �����

M���I�ax�����

��


Theorem ���� Schritt �

F�ur alle Belegungen � ist Z� ein Element im Universum hTM��

Beweis� folgt unmittelbar aus der Maximalit�at der Universen im ModellM� und Theo�
rem ���� aus Schritt ��
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Wir wissen jetzt� da� f�ur alle Belegungen � die Struktur

tcTM�
h������hm�h������� � � � � ���m�� � Z�

ein Element des Universums hTM� ist� Aus diesem Grund reicht es� das Modell M� um
die Interpretation tcTM�

h������hm�h f�ur die neue �Uberladung tc � �h�� � � � � hm�h zu erweitern� Die
Interpretationen cTM��Z�� f�ur die charakteristischen Konstanten c �� � KSh sind wegen Z� �
hTM� schon bereits inM� de�niert�

Folgende De�nitionen beschlie�en nun die Modellkonstruktion f�ur den Fall der Erweiterung
um eine neue Arit�at�

De�nition ��	� Modell f�ur Th�

Das Typmodell f�ur die Typsignatur $� wird festgelegt als�

TM� � �K�� T C�  tcTM�
h������hm�h�

Ein Modell f�ur die Signatur %� ergibt sich durch folgende De�nition�

M� � �TM�� C��

Theorem ����

Das in De�nition ���� de�nierte Modell M� ist ein Modell f�ur die Theorie Th� und es
gilt�

M� j��
�M�

Die Theorie Th� ist also durch konservative Erweiterung der Theorie Th� entstanden�

Beweis� Aus De�nition ���� und den f�ur die neue Interpretation tcTM�
h������hm�h gezeigten

Theoremen folgt� da� M� ein Modell f�ur die Signatur %� ist� Die G�ultigkeit der In�
stanzaxiome folgt f�ur alle � leicht aus der Konstruktion von Z� und Anwendung des
Restriktionslemmas ���� f�ur  arity � Die G�ultigkeit aller �ubrigen Axiome folgt direkt
aus dem Restriktionslemma�

����	 Erweiterung durch Typde�nition

In diesem Abschnitt werde ich die konservative Theorieerweiterung durch die Einf�uhrung eines
neuen Typkonstruktors beschreiben� Diese Form der Erweiterung ist� wie auch die Erweite�
rung um eine neue Konstante� bereits f�ur die Logik HOL bekannt und wird ausf�uhrlich in
�GM
�� Kapitel ��� �extension by type de�nition� beschrieben� Die hier vorgestellte Variante
wurde lediglich an die Logik mit Typklassen angepa�t� Mit diesem Erweiterungsmechanismus
wird ein neuer Typkonstruktor tc mit Arit�at �k�� � � � � km�top eingef�uhrt�

Die Theorieerweiterung durch einen neuen Typkonstruktor wird durch folgende De�nition
charakterisiert�
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De�nition ��		 Erweiterung durch einen neuen Typkonstruktor

Sei Th� � �%�� Ax�� KAx�� eine Theorie mit Signatur %� � �$�� C�� KS�� und Typ�
signatur $� � �K����� TC��� Die Erweiterung der Theorie Th� durch einen neuen
Typkonstruktor tc wird dann folgenderma�en notiert�

Th� � Th� type

type tc � �k�� � � � � km�top
rep type �
rep pred p

rep fun rep � ��� � � ��mtc�� �
abs fun abs �� � ��� � � ��mtc�

Damit die Theorieerweiterung durchgef�uhrt werden kann� m�ussen wieder einige syntak�
tische Bedingungen erf�ullt sein�

B�� Anforderungen an die Klassen kj�

fk�� � � � � kmg 	 K�

Die Klassen in der Arit�at des neuen Konstruktors tc m�ussen bereits in K� bekannt
sein�

B�� Anforderungen an den neuen Konstruktor�

��wk� tc � �w�k � TC�

Der Typkonstruktor tc ist neu�

B�� Anforderungen an den repr�asentierenden Typ � und die Typvariablen ��� � � � � �m�

� � T��

TV ��� � f��� � � � � �mg
�j � f�� � � � � mg� �j � "kj

Im Typterm � �uber der Signatur $� kommen also genau die Typvariablen
��� � � � � �m vor� und die �j passen jeweils zu den Klassen kj�

B�� Anforderungen an das Repr�asentationspr�adikat p�

p � DT��
� GT��

�p� � �� � bool � � GC��
�p� � �

p ist also ein wohlgeformtes und geschlossenes Pr�adikat �uber dem repr�asentierenden
Typ � �

B�� Anforderungen an die Abstraktions� und Repr�asentationsfunktionen abs � rep�

���� �rep� �� � C� � �abs� �� � C�

Die Konstanten abs� rep sind neu�

B�� Das Repr�asentationspr�adikat p beschreibt eine nichtleere Teilmenge des Repr�asen�
tationstyps � �

�Th�� DMin� � �x ��� px
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Die Komponenten der neuen Theorie Th� werden dann de�niert wie folgt�

K� � K�

�� � ��

TC� � TC� � ftc � �k�� � � � � km�topg

$� � �K����� TC��

C� � C� � frep � ��� � � ��mtc�� � � abs �� � ��� � � ��mtc�g

KS� � KS�

%� � �$�� C�� KS��

Ax� � Ax� � f
p�rep x � ��� � � ��mtc���
abs�rep x� � x � ��� � � ��mtc��
p y �� � rep�abs y� � y

g

KAx� � KAx�

Th� � �%�� Ax�� KAx��

Aus der obigen De�nition f�ur die Komponenten der Theorie Th� ist ersichtlich� da� zur Typ�
signatur $� lediglich der neue Typkonstruktor tc hinzugef�ugt wird� und die Signatur %� um
die neuen Konstanten rep und abs erweitert wird� Ansonsten bleibt die Signatur unver�andert�
Die Bedingungen B� bis B� garantieren die Wohlgeformtheit der neuen Signaturen $� und
%�� sowie der Theorie Th��

In der eben de�nierten Notation f�ur die Erweiterung durch einen neuen Typkonstruktor sieht
die Einf�uhrung des Typkonstruktors � f�ur Operationen �vgl� Abschnitt ��� und Abschnitt
������ wie folgt aus�

Cfun� � Cont type

type � � �pcpo� pcpo�top
rep type �pcpo � �pcpo
rep pred �f ��pcpo � �pcpo� contX f
rep fun fapp � ��pcpo � �pcpo�� ��pcpo � �pcpo�
abs fun fabs � ��pcpo � �pcpo�� ��pcpo � �pcpo�

Die Restriktion von %��Modellen auf die Signatur %� wird f�ur die Erweiterung mittels  type

folgenderma�en de�niert�

De�nition ��	
 Restriktion bei  type

Sei die Theorie Th� durch eine Erweiterung um einen neuen Typkonstruktor tc mittels
 type entstanden� und seiM� ein Modell f�ur die Signatur %�� Dann ist die Restriktion
M� j��

dasjenige Modell f�ur %�� das ausM� entsteht� wenn man im Typmodell TM�
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die Interpretation tcTM�
k������km�top f�ur den neuen Konstruktor tc � �k�� � � � � km�top entfernt

und im ModellM� die Interpretationen f�ur die Konstanten rep und abs vergi�t�

Die Tatsache� da� TM� j��
ein Modell f�ur $� ist und da�M� j��

ein Modell f�ur %� ist�
ist wieder o�ensichtlich�

Wie auch im Fall der Erweiterung durch eine Konstante ist der Beweis f�ur das Restriktions�
lemma bei  type trivial�

Theorem ���� Restriktionslemma bei  type

Sei die Theorie Th� durch eine Erweiterung um einen neuen Typkonstruktor tc mittels
 type entstanden� und seiM� � �TM�� C�� ein Modell f�ur die Signatur %��

Dann gilt f�ur alle Typterme � � T��
und Belegungen ��

fgtc�k�TM���� ����

� � � TM� j��
��� ����

�

wobei

c � lst��
��� und k � lst��

���

Weiterhin gilt f�ur alle Terme t � DT��
und alle Belegungen �� � mit � sat ���GC�t���

M���t����

��
 �M� j��
��t����

��


Beweis� leichte Induktion �uber den Aufbau der Terme � bzw� t und Verwendung der
Tatsache� da� der Typkonstruktor tc und die Konstanten rep und abs in der alten
Signatur %� �uberhaupt nicht vorkommen�

Nachdem die Restriktion de�niert ist� k�onnen wir uns nun der konservativen Modellerwei�
terung im Fall  type zuwenden� Sei also Th� aus Th� durch  type entstanden� und sei ein
Modell M� f�ur Th� gegeben mitM� � �TM�� C�� und TM� � �K�� T C���

Um ein Modell f�ur die neue Theorie Th� zu konstruieren� m�ussen wir das Typmodell TM�
um eine Interpretation tcTM�

k������km�top f�ur den neuen Konstruktor tc � �k�� � � � � km�top erweitern�
und wir m�ussen das Signaturmodell M� um eine Interpretation f�ur die beiden Konstanten
rep und abs erweitern� Wenden wir uns zun�achst der Erweiterung des Typmodells zu�

F�ur beliebiges � de�nieren wir die Anwendung der Interpretation tcTM�
k������km�top f�ur den neuen

Typkonstruktor tc � �k�� � � � � km�top wie folgt�

tcTM�
k������km�top������� � � � � ���m�� � Z�

wobei�

Z� � �cZ�� ��� ���cZ� � fy j y � car�TM���� ����

� � � �M���p����

� ��y� � Tg

Es gilt folgendes Theorem�
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Theorem ���	

F�ur alle Belegungen � ist das soeben de�nierte Z� eine Struktur der Klasse top �

Beweis� Es reicht zu zeigen� da� cZ� ein Element im Pr�auniversum PU ist� da dann per
De�nition Z� � �cZ� � ��� ��� ein Element im Universum top ist� Aus der De�nition voncZ� folgt� da� cZ� eine Teilmenge der Tr�agermenge car�TM���� ����

� � ist� welche ihrerseits
sicher ein Element in PU ist� Ferner wissen wir aus Bedingung E� der De�nition �����
da� PU bzgl� nichtleerer Teilmengen abgeschlossen ist� Der Beweis reduziert sich also
auf den Nachweis� da� es y � car�TM���� ����

� � gibt� so da� gilt
���

�M���p����

� ��y� � T

Dies folgt aber o�ensichtlich aus �Th�� DMin� � �x �� � px in Bedingung B� der De�nition
���� und der Korrektheit des Beweissystems� denn es gilt�

�es gibt y mit� �M���p����

� ��y� � T���M����x �� � px����

� � T

Im obigen Beweis haben wir gesehen� da� cZ� eine nichtleere Teilmenge der Tr�agermenge
car�TM���� ����

� � ist und somit ebenfalls eine Menge im Pr�auniversum PU ist� Aus diesem
Grund ist klar� wie wir die Interpretationen f�ur die Konstanten rep und abs de�nieren m�ussen�
damit die neuen Axiome in Ax� g�ultig sind�

Sei f�ur alle Belegungen � die Struktur cZ� de�niert wie vorher� und sei Y � car�TM���� ����

� ��
Damit gilt o�ensichtlich cZ� 	 Y � Sei weiterhin

f��� � � � � �mg � f��� � � � � �mg mit �� � � � � � �m

d�h� die Typvariablen �j sind die �j aufgereiht gem�a� der kanonischen Ordnung � auf Typ�
variablen�

Wir de�nieren �die Instanzen von� repM� als Inklusion�

repM�������� � � � � ���m�� � cZ� � Y mit x � cZ� �� x

und �die Instanzen von� absM� als Projektion�

absM�������� � � � � ���m�� � Y � cZ� mit y � Y ��

�
y falls y � cZ�
ch�cZ�� sonst

wobei ch die Auswahlfunktion aus De�nition ���� ist�

Mit obigen De�nitionen gilt o�ensichtlich�

repM�������� � � � � ���m���x� � cZ� �
absM�������� � � � � ���m���rep

M�������� � � � � ���m���x�� � x �

y � cZ� �� repM�������� � � � � ���m���abs
M�������� � � � � ���m���y�� � y

Folgende De�nitionen beschlie�en nun die Modellkonstruktion f�ur den Fall der Erweiterung
um einen neuen Typkonstruktor�

��da das Restriktionspr�adikat p geschlossen ist� ist die Variablenbelegung � uninteressant�
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De�nition ��	 Modell f�ur Th�

Das Typmodell f�ur die Typsignatur $� wird festgelegt als�

TM� � �K�� T C�  tcTM�
k������km�top�

Ein Modell f�ur die Signatur %� ergibt sich durch folgende De�nition�

M� � �TM�� C�  frepM�� absM�g�

Theorem ���


Das in De�nition ���� de�nierte Modell M� ist ein Modell f�ur die Theorie Th� und es
gilt�

M� j��
�M�

Die Theorie Th� ist also durch konservative Erweiterung der Theorie Th� entstanden�

Beweis� Folgt o�ensichtlich aus den obigen De�nitionen f�ur die Interpretationen
tcTM�

k������km�top und repM� bzw� absM��

Es sind jetzt alle konservativen Erweiterungsmechanismen f�ur Theorien dargestellt� die zur
Entwicklung der Logik HOLCF �siehe Kapitel �� benutzt wurden� Hiermit endet dann auch
die rein technische Pr�asentation von HOLC� der Logik h�oherer Stufe mit Typklassen�

In den Kapiteln � und � folgt nun die eher praktische Anwendung der Logik HOLC im
Isabelle�System�
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Kapitel �

Formalisierung von HOLC in

Isabelle

In diesem Kapitel werde ich die Implementierung der Logik HOLC im generischen Theorem�
beweiser Isabelle �Pau
�� beschreiben� Wie bereits im Abschnitt ��� erw�ahnt� stammt diese
Variante der Logik HOL von Tobias Nipkow� Da Isabelle das Konzept der Typklassen be�
reitstellt� ist dieses automatisch in allen Objektlogiken verf�ugbar� die in der Metalogik von
Isabelle formalisiert werden� Somit handelt es sich bei der Isabelle�Variante von HOL um
eine Logik h�oherer Stufe mit Typklassen�

Im vorangegangenen Kapitel � habe ich die Logik HOLC unabh�angig von der Isabelle�
Implementierung eingef�uhrt und die Methode der konservativen Erweiterung f�ur den Um�
gang mit Klassen erweitert� Dieses Vorgehen war insbesondere notwendig� um eine formale
Semantik f�ur das Klassenkonzept im Zusammenhang mit der Logik HOLC zu scha�en und
die spezi�sche Verwendung von Typklassen bei der Entwicklung von HOLCF im Kapitel � zu
rechtfertigen� Weiterhin konnte ich dadurch die Logik HOLC an sich untersuchen und ihre
Kodierung als Objektlogik im Isabelle�System ausklammern� was sonst die Pr�asentation der
Semantik von HOLC nur undurchsichtig gemacht h�atte�

Im folgenden sei mit HOLC immer die Logik gemeint� die ich in Kapitel � eingef�uhrt habe�
Mit HOL meine ich die Logik und das System von Gordon �GM
��� Wenn die Logik HOLC
von ihrer Implementierung im Isabelle�System unterschieden werden soll� dann werde ich die
Implementierung als Isabelle�HOL bzw� als Isabelle�Variante von HOL bezeichnen�

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werde ich das Isabelle�System kurz vorstellen� Eine
ausf�uhrliche Behandlung von Isabelle� welche eine Einf�uhrung� ein Referenzmanual und eine
Beschreibung einiger Objektlogiken beinhaltet� �ndet sich in �Pau
��� Der zweite Abschnitt
befa�t sich mit Tobias Nipkows Formalisierung von HOLC in Isabelle� welche ebenfalls in
�Pau
�� beschrieben ist�

��� Der generische Theorembeweiser Isabelle

Isabelle ist ein generischer Theorembeweiser� das hei�t er kann f�ur verschiedene Objektlogiken
instantiiert werden� Systeme� die die Formalisierung von Objektlogiken erm�oglichen� werden
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bisweilen auch Logical�Frameworks genannt� In Isabelle erfolgt die Formalisierung einer Ob�
jektlogik dadurch� da� die Axiome und Schlu�regeln der Objektlogik in einer speziellen Logik�
der sogenannten Metalogik von Isabelle� ausgedr�uckt werden� Die Metalogik von Isabelle ist
eine spezielle Form der intuitionistischen Logik h�oherer Stufe� Eine ausf�uhrliche Beschreibung
der technischen Hintergr�unde �ndet sich in �Pau�
��

Mit Hilfe der Metalogik wird die Bildung von Beweisen in der Objektlogik kontrolliert und
die Ableitung neuer Inferenzregeln auf eine formale Basis gestellt� Neben dieser Funktion
als reiner Beweispr�ufer k�onnen in Isabelle aber auch Beweise programmiert werden� Dabei
werden primitive Beweisschritte� sogenannte Taktiken �tactics�� durch spezielle Ablaufstruk�
turen� den sogenannten Tacticals� verkn�upft� was eine komplexe Taktik ergibt� die bei Anwen�
dung auf ein Beweisziel dieses unter Umst�anden bereits vollst�andig l�ost� Aus diesem Grund
wird Isabelle als taktischer Theorembeweiser bezeichnet� der� je nach Beweisziel und Kon�
struktion einer geeigneten Taktik� eine schrittweise� eine halbautomatische bzw� im Grenzfall
sogar eine vollautomatische L�osung des Beweiszieles erlaubt� In der aktuellen Version stehen
ein leistungsf�ahiger klassischer Beweiser und ein umfangreiches Paket zur Termsimpli�kation
�Nip�
� zur Verf�ugung� die Isabelle zu einem ansprechenden Automatisierungsgrad verhelfen�

Das Isabelle�System selbst ist in der funktionalen Programmiersprache ML �HMM��� pro�
grammiert� und die Interaktion mit dem Benutzer erfolgt �uber die normale ML�Ober��ache�
Isabelle wurde erstmals �
�� in Umlauf gebracht� Die Version von �
�� benutzte dann be�
reits die oben angesprochene Metalogik zur Formalisierung von Objektlogiken� In der Version
von �
�� wurde ein polymorphes Typsystem eingebaut� und es wurde eine Unterst�utzung
f�ur nat�urliches Schlie�en integriert� In der Version von �

� wurde dann von Tobias Nipkow
das Konzept der Polymorphie mit ordnungssortierten Typklassen eingebaut �Nip
��� was eine
wesentlich �ligranere Formulierung von Objektlogiken erlaubte� Dieses Klassenkonzept ent�
spricht genau demjenigen� das ich in Kapitel � beschrieben habe� In der aktuellen Version
von �

� wurde dieses Konzept nochmals erweitert� indem statt mit ordnungssortierten Klas�
sen mit sogenannten Durchschnittsklassen gearbeitet wird �NP
��� F�ur die hier beschriebene
Entwicklung von HOLCF sind die damit einhergehenden technischen Unterschiede jedoch
unerheblich� � und somit habe ich mich in Kapitel � auf das Konzept der ordnungssortier�
ten Typklassen beschr�ankt� Dar�uberhinaus kann f�ur die Polymorphie mit ordnungssortierten
Klassen eine erheblich einfachere Semantik angegeben werden��

In den folgenden drei Teilabschnitten werde ich kurz beschreiben� wie Objektlogiken in Isabelle
formalisiert werden� Dadurch wird auch gleich die Syntax von Isabelle� eingef�uhrt� die ich in
Kapitel � benutzen werde� Die folgende Darstellung ist nur eine Zusammenfassung aus dem
Einf�uhrungskapitel in �Pau
�� und ist nicht dazu gedacht� dieses zu ersetzen�

����� Formalisierung logischer Syntax in Isabelle

Die Metalogik von Isabelle ist eine intuitionistische Logik h�oherer Stufe mit Typklassenpoly�
morphie� die bis auf ihre intuitionistische Beschr�ankung sehr verwandt mit der Logik HOLC

�die Entwicklung von HOLCF n�utzt die zus�atzliche Ausdrucksst�arke der Durchschnittsklassen nicht aus�
�bei Verwendung von Durchschnittsklassen ist der Begri� des Typmodells erheblich komplizierter� da die

Familie der Universen bzgl� Durchschnitten abgeschlossen sein mu�� Insbesondere mu� man auch leere Klassen
erlauben� was die Formulierung des Kalk�uls umst�andlicher macht�

�Ich verwende eine graphisch gesch�onte Variante der Isabelle�Syntax�
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ist� Die Terme und Formeln der Logik sind also auch hier getypte ��Terme� Die Termsprache
l�a�t sich wie folgt zusammenfassen�

x Variable
c Konstante
t��� Typeinschr�ankung f�ur Term oder gebundene Variable
�x�t Abstraktion
�x� ��� xn�t Mehrfach gecurriete Abstraktion �x�����xn�t
t�u� Applikation
t�u������un� Mehrfach gecurriete Applikation t�u������un�

Im Gegensatz zu HOLC d�urfen Typbeschr�ankungen f�ur beliebige Terme geschrieben werden�
und die Applikation wird als t�u� geschrieben und nicht als �t u�� Die Syntax f�ur Typen
entspricht ebenfalls im wesentlichen der von HOLC� Bei Typvariablen darf das Subskript f�ur
die Klasse weggelassen werden� In diesem Fall wird automatisch die Defaultklasse angeh�angt�
die jeweils eingestellt werden kann�

�c Typvariable der Klasse c
� Typvariable der Defaultklasse
� tc Post�x Anwendung des Typkonstruktors tc
��� �� In�x�Schreibweise f�ur Funktionsraumkonstruktor � der Metalogik
���������n	� � Kurzschreibweise f�ur ��� �����n� ��

Die Typklassen werden in Isabelle prim�ar dazu eingesetzt� um syntaktische Kategorien ein�
zuf�uhren und diese sauber zu unterscheiden� beziehungsweise abzustufen� In �Nip
�� �ndet
sich eine ausf�uhrliche Beschreibung und Motivation f�ur diesen syntaktischen Gebrauch von
Typklassen� In der aktuellen Version von Isabelle wird zwar mit Durchschnittsklassen ge�
arbeitet� doch will ich in dieser kurzen Einf�uhrung noch die ordnungssortierte Version von
�

� verwenden� Die gr�o�te syntaktische Kategorie sei mit any bezeichnet� die alle Typen
umfa�t� Eine Teilklasse davon ist die syntaktische Kategorie logic �also logic 
 any�� die
f�ur die Typisierung der Konstanten der Metalogik verwendet wird� Auf diese werde ich sp�ater
noch zur�uckkommen� Um die Syntax der Objektlogiken von der Metalogik zu unterscheiden
werden f�ur die jeweilige Objektlogik weitere syntaktische Teilkategorien eingef�uhrt� Im Fall
von HOLC ist dies die Kategorie term der Terme der Objektlogik HOLC� Diese Klasse ent�
spricht der Klasse top aus dem Kapitel �� Es gilt also term 
 logic� Da in der Logik HOLC
kein Unterschied zwischen Formeln und Termen gemacht wird� reicht diese eine syntaktische
Kategorie aus�

Die von mir in Kapitel � eingef�uhrte Syntax von HOLC l�a�t sich vollst�andig in Isabelle
abbilden� Speziell die Klassenhierarchie von HOLC �ndet sich als Teilhierarchie der Isabelle�
Klassen wieder� indem die Isabelle�Klasse term als die HOLC�Klasse top interpretiert wird�
In Bezug auf die Semantik von HOLC m�ochte ich an dieser Stelle betonen� da� in Isabelle
lediglich die Syntax der Objektlogik abgebildet wird� und der Ableitungsbegri� der Objektlo�
gik mit Hilfe der Metalogik von Isabelle formalisiert wird� Die Semantik von Isabelle ist aber
jeweils unabh�angig von den Semantiken der Objektlogiken� Entscheidend f�ur die Formalisie�
rung der Objektlogik HOLC ist lediglich� da� die wohlgeformten Typen und Terme� sowie
der Ableitungsbegri� von HOLC ad�aquat in Isabelle formalisiert werden� Ad�aquat bedeutet
hierbei� da� es f�ur jeden wohlgeformten Term der Logik HOLC einen entsprechenden wohlge�
formten Term in der Isabelle�Formalisierung gibt �u�u��� und da� jeder Ableitung im Kalk�ul
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von HOLC eine Ableitung im Isabelle�System entspricht �u�u��� Eine ausf�uhrliche Diskussion
dieser Problematik �ndet sich in �Pau�
���

Wenden wir uns nun der weiteren Formalisierung der Syntax von HOLC in Isabelle zu� Die
Typkonstruktoren der minimalen Typsignatur von HOLC �De�nition ���� werden in Isabelle
durch folgende Arit�atsvereinbarungen formalisiert�

bool��term Wahrheitswerte bool der Objektlogik HOLC
ind ��term Typ der Individuen ind
� ���term�term�term Konstruktor f�ur den Funktionsraum

Im Fall des Konstruktors � sieht man deutlich� wie der Konstruktor � der Metalogik auch
f�ur die Objektlogik zug�anglich gemacht wird� Dies hat zur Folge� da� die ��Abstraktion der
Metalogik mit all ihren Eigenschaften ebenfalls als ��Abstraktion der Objektlogik verwendet
werden kann� Diese Vorgehensweise bietet sich f�ur alle Objektlogiken mit ��Abstraktion an� da
dann die Eigenschaften der ��Abstraktion aus der Metalogik vererbt werden und nicht eigens
neu formalisiert werden m�ussen� Dies setzt nat�urlich voraus� da� die beiden Abstraktionen
wirklich die gleichen Eigenschaften haben sollen� was im Fall der Objektlogik HOLC der Fall
ist�

Als Beispiel f�ur die Isabelle�Formalisierung von Konstanten seien hier die Konstanten der
Minimalsignatur aus De�nition ���	 angegeben�

� ���bool�bool	� bool Implikation
� ����term��	� bool Identit�at

 ����� bool�� �term Hilbert Auswahloperator

Man beachte� da� bei den Konstanten � und 
 die Polymorphie auf die Klasse term beschr�ankt
wird� was eine saubere Trennung von der Metalogik gew�ahrleistet� Auf die eben skizzierte
Art kann die komplette Syntax der Logik HOLC in Isabelle formalisiert werden� Wenden wir
uns nun der Formalisierung des Kalk�uls zu�

����� Formalisierung von Inferenzregeln in Isabelle

Bisher haben wir nur die Termsprache der Metalogik von Isabelle um neue Typen und Kon�
stanten erweitert� Um Inferenzregeln einer Objektlogik zu formalisieren� m�ussen wir zur
Metalogik von Isabelle neue Axiome hinzunehmen� Wie bereits erw�ahnt� handelt es sich bei
der Metalogik von Isabelle um intuitionistische Logik h�oherer Stufe� Diese wird ausf�uhrlich
in �Pau�
� beschrieben� Zu Anfang sind in der Metalogik nur die beiden Typklassen any und
logic mit logic 
 any bekannt� Neben Typvariablen gibt es als einzige Typkonstruktoren
die Typkonstante prop f�ur den Typ der Wahrheitswerte der Metalogik und den Konstruktor
� f�ur den Funktionenraum� F�ur diese beiden Konstruktoren sind anfangs folgende Arit�aten
vereinbart�

prop �� logic
� �� �logic�logic�logic

Die logischen Konstanten der Metalogik sind die f�ur intuitionistische Logik h�oherer Stufe

�ublichen�
�Paulson betrachtet in �Pau��� die beiden Richtungen der Biimplikation einzeln und bezeichnet sie mit

adequate und faithful�
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�� �� �prop�prop	� prop Implikation der MetalogikV
�� ��logic � prop�� prop Allquantor der Metalogik

� �� ��any��	� prop Identit�at der Metalogik

Der entscheidende Trick� um die Inferenzregeln und Axiome der Objektlogik in der Metalo�
gik auszudr�ucken� besteht darin� die beiden Typen prop��logic und bool��term durch eine
Injektionsfunktion Trueprop zu verbinden�

Trueprop �� bool� prop

Aufgrund des Typs von Trueprop handelt es sich hierbei um ein Pr�adikat der Metalogik
auf dem Typ bool��term der Formeln in der Objektlogik� Intuitiv bedeutet Trueprop�p��
da� die Formel p in der Objektlogik herleitbar sein soll� Die Implikation �� der Metalogik
wird benutzt� um Regeln auszudr�ucken� und der Allquantor

V
dient zur Formalisierung von

Eigenvariablenbedingungen �Variable kommt nicht frei vor in Formelmenge��

Im Abschnitt ��� habe ich den Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens von HOLC mit expliziter
Verwaltung der lebenden Annahmen notiert� Dies hat dort die Formulierung der Nebenbe�
dingungen und der Korrektheit des Kalk�uls vereinfacht� Betrachten wir als Beispiel dazu die
beiden Regeln �disch� und �mp��

�disch�
H I q

H n fpg I p� q
�mp�

H� I p� q H� I p

H� �H� I q

Um die Formalisierung von HOLC in Isabelle zu verstehen� ist es aber einfacher� die Regeln
in der urspr�unglichen Notation f�ur das nat�urliche Schlie�en anzugeben�

�disch�

�p�
���
q

p� q
�mp�

p� q p

q

Die beiden Regeln werden in Isabelle formalisiert wie folgt�V
p q��Trueprop�p���Trueprop�q����Trueprop�p� q� Regel �disch� in IsabelleV
p q�Trueprop�p� q���Trueprop�p���Trueprop�q� Regel �mp� in Isabelle

Am Beispiel der Regel �disch� wird die Behandlung von lebenden Annahmen deutlich� Die
Verwaltung der lebenden Annahmen in der Objektlogik wird �uber die Verwendung der Me�
taimplikation auf die Annahmenverwaltung der Metalogik abgeschoben� Damit die Regeln
besser lesbar werden� werden das Pr�adikat Trueprop sowie pr�anexe Quantoren unterdr�uckt�
Ebenso werden geschachtelte Implikationen der Form

)����� � �)n��# � � ��

verk�urzt als

�� )�* � � � * )n ����#
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geschrieben� Somit ergibt sich f�ur die beiden Regeln �disch� und �mp� die Schreibweise�

�p��q���p� q Regel �disch� in Kurznotation
�� p� q � p ����q Regel �mp� in Kurznotation

Um Eigenvariablenbedingungen auszudr�ucken� wird der Allquantor
V
der Metalogik verwen�

det� �Ahnlich wie bei der Annahmenverwaltung wird hierdurch die Beachtung von Eigenva�
riablenbedingungen in der Objektlogik durch die entsprechende Behandlung in der Metalogik
erzwungen� Die Regel �abstract� der Logik HOLC wird in der originalen Notation f�ur das
nat�urliche Schlie�en folgenderma�en formuliert�

�abstract�
t� � t�

��x�t�� � ��x�t��

�
x nicht frei in den lebenden Annahmen

In Isabelle wird daraus�V
t� t�� �

V
x���term� Trueprop�t��x����term � t��x���

�� Trueprop��x�t��x� � �x�t��x��

bzw� in Kurzschreibweise

�
V
x���term� t��x����term � t��x�����x�t��x� � �x�t��x�

Um auszudr�ucken� da� in den Termen t� und t� evtl� freie Variablen vorkommen� werden in
Isabelle Variablen vom Funktionstyp verwendet und diese im Anwendungskontext t��x� bzw�
t��x� geschrieben� Die expliziten Typisierungen x���term und t��x����term sind notwendig�
um den Grad der Polymorphie zu beschr�anken� Eine andere Regel� zu deren Formalisierung
Funktionsvariablen und Applikation benutzt werden� ist die Substitutionsregel von HOLC�
Sie lautet in der Originalnotation des nat�urlichen Schlie�ens�

�subst�
t� � t� p�t��x�

p�t��x�

In Isabelle wird daraus �gleich in Kurzschreibweise��

�� t� � t� � p�t������p�t��

Die ��Konversion der Metalogik und die Verwendung von Funktionsvariablen ersetzen hierbei
den Substitutionsmechanismus der Objektlogik HOLC� Die Regeln �hyp� und �type inst� der
Objektlogik HOLC m�ussen in Isabelle nicht eigens formalisiert werden� denn sie werden bereits
durch spezielle Regeln der Metalogik �Annahmentaktik und Resolutionstaktik� abgedeckt�
Mehr dazu jedoch im n�achsten Abschnitt�

����� Ableitung von Formeln und Regeln in Isabelle

Die vorhergehenden Abschnitte haben gezeigt� wie man die Syntax und die Inferenzregeln
der Objektlogik in Isabelles Metalogik formalisiert� In diesem Abschnitt werde ich kurz
beschreiben� wie diese Formalisierung benutzt wird� um Herleitungen im Objektkalk�ul in
der Metalogik zu simulieren� und wie neue Inferenzregeln der Objektlogik abgeleitet werden
k�onnen� Dazu ist es notwendig� ein paar Bemerkungen �uber den Kalk�ul der Metalogik zu
machen�
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Es wurde bereits mehrfach erw�ahnt� da� Isabelles Metalogik eine intuitionistische Logik
h�oherer Stufe ist� Die Inferenzregeln dieser Logik sind im Isabelle�System als Funktionen
programmiert� die Theoreme in Theoreme abbilden� Auf der Ebene der Metalogik �ndet sich
also der Gedanke der LCF�Systeme �GMW�
� Pau��� wieder� Im Gegensatz zu LCF wer�
den diese primitiven Inferenzregeln in der Beweisarbeit mit der jeweiligen Objektlogik aber
selten gebraucht� denn hier wird mit einem speziellen Satz von abgeleiteten Inferenzregeln
gearbeitet� Zu diesen abgeleiteten Regeln geh�ort vor allem die Resolutionsregel� mit deren
Hilfe nahezu alle Beweisschritte der Objektlogik abgedeckt werden�

Zun�achst jedoch m�ochte ich den Satz der primitiven Inferenzregeln der Metalogik pr�asentieren�
Die nachfolgende Aufstellung ist dem Kapitel �� Abschnitt � �Primitive meta�level inference
rules� im Referenz�Teil von �Pau
�� entnommen�

Die Metalogik ist ebenfalls ein Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens �Annahmenkalk�ul�� der
formal mit Behauptungen �assertions�� arbeitet� Eine Behauptung � ist eine Formel� die von
einer Menge von �lebenden� Annahmen f��� � � � � �ng abh�angt� In der Literatur �uber Isabelle
�Pau�
� Pau
�� wird eine Behauptung folgenderma�en notiert�

� ���� � � � � �n�

Die informelle Lesart ist dabei�

Die Formel � kann unter Annahme der Formeln �i hergeleitet werden�

bzw� die Semantik davon�

Unter der Annahme� da� die Formeln �i g�ultig sind� ist die Formel � g�ultig�

Der Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens ist gerade so konzipiert� da� bei vollst�andiger Entlastung
�discharge� der Formel � von allen Annahmen �i durch die Regel ���I� die entstehende
Formel

���� � � ����n���

eine Tautologie ist� In diesem Zusammenhang m�ochte ich speziell auf die Dissertation von
Gerhard Gentzen �Gen��� Sza�
� hinweisen� in der eine hervorragende Diskussion der Moti�
vation f�ur Kalk�ule des nat�urlichen Schlie�ens enthalten ist� In dieser Arbeit �ndet sich auch
eine kompakte Darstellung des Zusammenhangs zwischen Sequenzenkalk�ulen �L�Systeme��
Annahmenkalk�ulen �N�Systeme� und den Hilbert�Frege Systemen�

Die obigen Behauptungen � ���� � � � � �n� entsprechen nat�urlich exakt den in Abschnitt ���
eingef�uhrten Objekten ��� � � � � �n I �� die in der HOL�Literatur �GM
�� �und daher auch bei
mir� ungl�ucklicherweise als Sequenzen bezeichnet werden�

Die Regeln von Annahmenkalk�ulen werden �ublicherweise so notiert� da� die lebenden Annah�
men� bzw� deren Ver�anderung bei Anwendung einer Schlu�regel� nur implizit erw�ahnt werden�

�diese Terminologie wird von Paulson �Pau�
� verwendet�
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Diese Kurznotation verhilft den Kalk�ulen des nat�urlichen Schlie�ens im wesentlichen zu ih�
rer Eleganz� Die explizite Verwaltung der Annahmenmenge� wie sie in Abschnitt ��� und in
�GM
�� verwendet wurde� hat ihre Begr�undung dagegen zum einen in der Tatsache� da� dann
die Eigenvariablenbedingungen klarer fomuliert werden k�onnen� Der eigentliche Grund f�ur
die explizite Notation liegt aber darin� da� nur so eine direkte Formulierung der Korrektheit
der Regeln m�oglich ist� Wird aber der Annahmenkalk�ul auf einen anderen Kalk�ul zur�uck�
gef�uhrt� in �Gen��� ist dies ein Hilbert�Frege Kalk�ul� so entf�allt diese zweite Begr�undung�
Die Zur�uckf�uhrung auf einen anderen Kalk�ul lohnt sich allerdings nur� wenn die Korrektheit
dieses Kalk�uls bereits bewiesen wurde� Im Fall von HOLC h�atte sich hier eine angepa�te
Version� von Andrews Logik h�oherer Stufe �And��� angeboten� aber die Anpassung erschien
mir �und wohl auch den Verfassern der HOL�Semantik� unangenehmer zu sein� als die direkte
Verwaltung der Annahmen und der direkte Korrektheitsbeweis�

Die primitiven Inferenzregeln des Annahmenkalk�uls der Metalogik sind durch folgende Menge
von Regeln gegeben��

Logische Implikation� �

���
���
�

����
���I�

���� �

�
���E�

Logische �Aquivalenz�

��� ���
���

���
� �

� � �
� � I�

� � � �

�
� � E�

a � a �re��
a � b

b � a
�sym�

a � b b � c

a � c
�trans�

��Konversionen	�

��x� a� � ��y� a�y�x�� ���x� a��b�� � a�b�x�
f�x� � g�x�

f � g
�ext�

Abstraktion und Kombination�
�

a � b

��x� a� � ��x� b�
�abs�

f � g a � b

f�a� � g�b�
�comb�

�in Andrews Logik h�oherer Stufe gibt es keine Polymorphie� geschweige denn Typklassen�
�die Regel �inst wurde von mir hinzugef�ugt� da sie meiner Meinung nach in �Pau�
� fehlt� In �Pau���

hingegen wird noch eine Metalogik ohne Polymorphie betrachtet�
�in ���I werden alle lebenden Vorkommen der Annahme �� von denen � abh�angt� entlastet�
���Konversion gilt� falls y nicht frei in a� �ext gilt� falls x nicht frei in den lebenden Annahmen� f oder g�
�	�abs gilt� falls x nicht frei in den lebenden Annahmen�
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Universelle Quanti�zierung���

�V
x� �

�
V
I�

V
x� �

��b�x�
�
V
E�

Typinstanz �Polymorphie����

�

����
�inst�

In �Pau
�� werden diverse Regeln der Metalogik vorgestellt� die sich aus den obigen primitiven
Regeln ableiten lassen� Die beiden wichtigsten abgeleiteten Regeln� mit denen der Gro�teil
der Beweisarbeit mit der Objektlogik abgedeckt wird� sind die Annahmentaktik�� �ass� und
die Resolutionstaktik �res�� Zuerst stelle ich die beiden Taktiken kurz dar� ohne auf ihre
Korrektheit n�aher einzugehen� Ihr Sinn wird jedoch erst in der nachfolgenden Pr�asentation
der Beweistechnik in Isabelle deutlich�

Annahmentaktik�

�� ��* � � � *�n �����

��� ��* � � � *�i��*�i��* � � � *�n ������s
�ass�

Dabei wird angenommen� da� �i die FormV
x� � � � xl� �� �* � � � * k ����

hat und da� es einen Uni�kator�� s und einen Index j mit � � j � k gibt� so da��

��x� � � �xl� j�s � ��x� � � �xl� �s

Mit Hilfe dieser Regel werden Beweise per Annahme in der Objektlogik simuliert� Die Kor�
rektheit der Regel ist intuitiv klar� denn das Entfernen einer Tautologie�� aus der Pr�amisse
einer Implikation �andert nichts an der logischen Aussage�

Resolutionstaktik�

�� ��* � � � *�m ����� �� ��* � � � *�n �����

��� ��* � � � *�i��*��* � � � *�m*�i��* � � � *�n ������s
�res�

Dabei wird angenommen� da� es einen Uni�kator�� s gibt� so da��

���s � ��i�s

���
V
I gilt� falls x nicht frei in den lebenden Annahmen�

���inst gilt� falls f�ur alle lebenden Annahmen �� von denen � abh�angt� gilt� � � FV �� �� 	�� � ��
Dabei ist 	 eine ordnungssortierte Typsubstitution im Sinne der De�nition ����

��nicht zu verwechseln mit der Einf�uhrung von Annahmen in der Metalogik�
��hier ist Uni�kation h�oherer Stufe f�ur Typ� und Termvariablen gemeint�
��falls es den Uni�kator s gibt� dann handelt es sich bei ��is um eine Tautologie�
��hier ist ebenfalls Uni�kation h�oherer Stufe f�ur Typ� und Termvariablen gemeint�
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Um die Resolutionstaktik anwenden zu k�onnen� mu� die linke Pr�amisse der Regel �res� evtl�
vorher noch durch sogenannte Lifting�Regeln vorbereitet werden� Dies ist immer dann not�
wendig� wenn �i nicht von der atomaren Form Trueprop�p� ist� was zum Beispiel bei den
Regeln �disch� und �abstract� der Objektlogik HOLC der Fall ist� Durch die Lifting�Regeln
werden alle Bestandteile der linken Pr�amisse von �res� durch tautologische Umformungen so
ver�andert� da� die dadurch entstehende neue Konklusion �� dann mit �i uni�ziert werden
kann� Die Darstellung dieser Regeln w�urde den Rahmen dieser Kurzfassung sprengen� und
ich m�ochte diesbez�uglich auf �Pau�
� und �Pau
�� verweisen�

Ich habe diese beiden wesentlichen Regeln auch darum hier vorgestellt� da ihr Vorhandensein
in der Metalogik der Grund daf�ur ist� da� die Einf�uhrung von Annahmen und die Instantiie�
rungsregel f�ur polymorphe Formeln in Objektlogiken� in Abschnitt ��� waren dies die Regeln
�hyp� und �type inst�� nicht eigens in Isabelle formalisiert werden m�ussen� Sie werden eben
gerade durch die abgeleiteten Regeln �ass� und �res� der Metalogik abgedeckt�

Ich werde nun kurz den Mechanismus erkl�aren� wie in Isabelle neue Inferenzregeln f�ur die
Objektlogik abgeleitet werden� Relativ zur Metalogik handelt es sich hierbei einfach um die
Ableitung eines Theorems� Die Herleitung eines Theorems der Objektlogik ist dabei nur ein
Spezialfall der Herleitung einer Regel� die keine Pr�amissen bzgl� der Metaimplikation �� hat�

Angenommen� es soll folgende Regel der Objektlogik abgeleitet werden�

� � � �k
�

Bezogen auf die Metalogik gilt es also folgendes Theorem herzuleiten���

�� �* � � � * k �����

Aufgrund der Regel ���I� ist dies sehr einfach m�oglich� wenn unter Annahme der Formeln
�� � � � � k die Formel � hergeleitet werden kann� Hierzu leitet man zuerst trivial per Annahme
und ���I� die Formel ���� her� Damit gilt trivialerweise auch die Behauptung

���� ��� � � � � k�

Diese Behauptung �Formel ���� abh�angig von lebenden Annahmen �� � � � � k� interpretiert
man jetzt als initialen Beweiszustand� Durch schrittweise Weiterentwicklung des Beweiszu�
standes� bei der vor allem die Resolutionstaktik �res� eingesetzt wird� indem man den aktuellen
Beweiszustand mit bereits abgeleiteten Theoremen�� der Metalogik resolviert�

Theorem aktueller Beweiszustand

neuer Beweiszustand

versucht man einen Beweiszustand zu erreichen� der die Form

� ��� � � � � k�

��im Beispiel sind keine Eigenvariablenbedingungen vorhanden� Eine diesbez�ugliche Verallgemeinerung des
Beispiels ist aber trivial�

��dies k�onnen Theoreme der puren Metalogik sein� aber vor allem auch bereits andere abgeleitete Regeln
der Objektlogik�
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hat� Eine abschlie�ende Entlastung der Hypothesen �� � � � � k liefert dann die erw�unschte
abgeleitete Regel�

Auch wenn es aufgrund dieser �au�erst kurzen Darstellung nicht ganz o�ensichtlich geworden
sein sollte� so ist doch durch die Verwendung des Metaquantors

V
zur Formulierung von

Eigenvariablenbedingungen stets die korrekte Mitf�uhrung derselbigen im Metakalk�ul gew�ahr�
leistet� Dies ist besonders wichtig f�ur die Ableitung neuer Regeln in der Objektlogik� wie
sie eben gerade skizziert wurde� Um dies klarer zu machen� m�u�ten speziell auch die oben
kurz angesprochenen Liftingregeln und der Proze� der Uni�kation h�oherer Stufe eingehender
vorgestellt werden� Dies w�urde aber den Rahmen dieser Darstellung bei weitem sprengen�

An dieser Stelle m�ochte ich die Vorstellung von Isabelle beenden und ho�e� da� sie ausreichend
war� um die nachfolgenden Ausf�uhrungen �uber die Formalisierung der Logik HOLC in Isabelle
und daran anschlie�end die Entwicklung von HOLCF verst�andlich zu machen�

��� Ausschnitte aus der Isabelle
Formalisierung von HOLC

In diesem Abschnitt pr�asentiere ich Ausschnitte aus der Formalisierung von HOLC im Isabelle�
System� Ich werde dabei nur soviel von den einzelnen Theorien zeigen� wie zum Verst�andnis
der Entwicklung von HOLCF in Kapitel � notwendig ist� �Uber Logik h�oherer Stufe und
speziell �uber HOLC habe ich in Kapitel � bereits gen�ugend geschrieben� und so werde ich die
Isabelle�Formalisierung� die wie bereits mehrfach erw�ahnt von Tobias Nipkow stammt� nur in
bezug auf die Eigenheiten von Isabelle kommentieren�

Die Formalisierung von HOLC in Isabelle beginnt mit der Theorie HOL� die direkt auf der
Metalogik von Isabelle aufsetzt� Darauf bauen mehrere andere Theorien auf� die ich zusammen
mit der Theorie HOL nun im einzelnen kurz vorstellen werde� Die Abbildung ��� zeigt die
einzelnen Theorien und ihre Abh�angigkeit� soweit sie f�ur HOLCF relevant sind�

Fundierte Ordnungen� Induktion

Nat�urliche Zahlen

Transitive H�ulle

Summen

Produkte

HOL Basistheorie

Set

Prod

Sum

Lfp

Trancl

WF

Nat

HOL

Kleinste Fixpunkte von Mengenfunktionalen

Getypte Mengentheorie

Abbildung ���� Hierarchie der HOL�Theorien in Isabelle
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Neben den in Abbildung ��� gezeigten Theorien gibt es noch diverse andere HOL�Theorien im
Isabelle�System� wie zum Beispiel Arithmetik f�ur nat�urliche Zahlen� Listen und Lazy�Listen�
Diesbez�uglich m�ochte ich auf �Pau
�� und die weiterf�uhrende Literatur verweisen�

Die Formalisierung der Syntax� der Axiome und der Regeln von HOLC erfolgt in Isabelle
nach dem Muster� wie es gerade im letzten Abschnitt beschrieben wurde� Die Isabelle�Syntax
f�ur Theorien sollte zusammen mit den nachfolgenden Kommentaren gen�ugend erkl�art sein�
F�ur genauere Details m�ochte ich wieder auf �Pau
�� verweisen�

In Kapitel � wurden die Signatur und die Axiome der Logik HOLC schrittweise in den ein�
zelnen Theorien Min� Log und Init eingef�uhrt� Separat dazu wurde das Deduktionssystem
DMin von HOLC eingef�uhrt� In der Isabelle�Formalisierung geschieht dies in einem Aufwasch�
Abgesehen vom Typ der Individuen ind und dem Axiom der Unendlichkeit� die in der Isabelle�
Theorie Nat nachgeliefert werden� wird die komplette Logik HOLC in der Isabelle�Theorie
HOL formalisiert� Es ist o�ensichtlich� da� auch in Isabelle eine schrittweise Einf�uhrung der
Konzepte entsprechend Kapitel � m�oglich w�are�

����� Theorie HOL

Der wesentliche Teil der Basistheorie HOL� in dem ich einige Details weggelassen habe� sieht
folgenderma�en aus�

HOL � Pure 

classes

term 
 logic

default

term

types

bool

arities

fun �� �term� term� term

bool �� term

consts

�� Constants ��

Trueprop �� bool� prop � ��� ��

not �� bool� bool � �� ���	 ���

True� False �� bool

if �� �bool� �� �	� �
Inv �� ��� ��� �� � ��

�� Binders ��
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Eps �� ��� bool�� � �binder 
 ���

All �� ��� bool�� bool �binder � ���

Ex �� ��� bool�� bool �binder � ���

�� Infixes ��

o �� �� � �� �� �� �	� � �infixr ���

� �� ��� �	� bool �infixl ���

�� �� ��� �	� bool � �� ��� �� ���� ��	 ���

� �� �bool� bool	� bool �infixr ���

� �� �bool� bool	� bool �infixr ���

� �� �bool� bool	� bool �infixr ���

translations

x �� y � ��x � y�

rules

eq�reflection �x�y����x � y�

�� Basic Rules ��

refl t � t���
subst �� s � t� P�s�����P�t����
impI �P��Q���P� Q

mp �� P� Q� P����Q

ext �
V
x���� f�x���� � g�x������x�f�x�� � ��x�g�x��

selectI P�x������P�
x�P�x��

�� Definitions ��

True�def True � ���x��bool�x����x�x��
All�def All�P� � �P � ��x�True��

Ex�def Ex�P� � P�
x�P�x��
False�def False � ��P�P�
not�def �P � P� False

and�def P � Q � �R� �P� Q� R�� R

or�def P � Q � �R� �P� R�� �Q� R�� R

�� Axioms ��

True�or�False �P�True� � �P�False�

iff �P� Q�� �Q� P�� �P�Q�

�� Misc Definitions ��

Inv�def Inv�f���� �� � ��y� 
x� f�x��y�

o�def �f��� � �� o g � ���x����� f�g�x���

if�def if�P�x�y� � 
z���� �P�True� z�x� � �P�False� z�y�

end

Abbildung ���� Theorie HOL
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In der Sektion classes wird die neue Klasse term eingef�uhrt� die der Klasse top in HOLC
entspricht� In der Sektion default wird eingestellt� da� jede Typvariable ohne expliziten
Klassenindex automatisch von der Klasse term sein soll� Dies macht die Terme besser lesbar�
In der Sektion types wird die neue Typkonstante bool eingef�uhrt� In der Sektion arities

wird zum einen vereinbart� da� die Typkonstante bool in der Klasse term liegen soll� zum
anderen wird f�ur den Typkonstruktor fun der Metalogik die neue Arit�at �term�term�term
vereinbart� Dadurch wird der Typkonstruktor fun� der in Typtermen stets mit der bekannten
In�x�Schreibweise � notiert wird� auch f�ur die Objektlogik HOL zug�anglich�

In der Sektion consts werden die Konstanten nebst evtl� Notationsvereinfachungen wie In�x�
� Mix�x� oder Binder�Syntax eingef�uhrt� Als erstes wird die Konstante Trueprop f�ur die
Einbindung in die Metalogik eingef�uhrt� Die spezielle Notationsvereinfachung � ��� �� f�uhrt
dazu� da� die Konstante Trueprop in konkreten Termen unsichtbar bleibt und an den richtigen
Stellen eingef�ugt wird� Die einzelnen Konstanten sind bereits weitestgehend aus Kapitel �
bekannt� Die Pr�adikate inj und surj f�ur Injektivit�at und Surjektivit�at werden erst in der
Theorie Set eingef�uhrt� Dagegen werden hier in HOL die zus�atzlichen Abk�urzungen If� Inv�
�� und o f�ur Fallunterscheidung� Inversenbildung� Ungleichheit und Funktionskomposition
vereinbart�

Die n�achste Sektion translations dient im allgemeinen dazu� um die automatische Hin� und
R�uck�ubersetzung von Notationsvereinfachungen auszudr�ucken� Im Beispiel wird vereinbart�
da� Terme der Form x �� y intern behandelt werden wie der Term ��x � y��

In der Sektion rules werden gleichzeitig Axiome und Inferenzregeln der Objektlogik HOLC
vereinbart� Jedes Axiom bzw� jede Regel hat in Isabelle einen Namen� �uber die das jeweilige
Axiom bzw� die Regel im Theorembeweiser ansprechbar ist� Der Name steht immer in der
linken Spalte�

Als Axiome der Objektlogik k�onnen dabei aber eigentlich nur noch solche Formeln bezeichnet
werden� die keine freien Variablen enthalten und in denen die Symbole der Metalogik

V
�

�� und � nicht vorkommen� Enth�alt ein Axiom der Objektlogik eine freie Variable� so
wird diese von Isabelle automatisch in eine Uni�kationsvariable bzw� in eine Schemavariable
im Sinn von Abschnitt ��� verwandelt� Aus dem Axiom wird somit eine Inferenzregel ohne
Pr�amissen�

Die Objektlogik HOLC ist im Prinzip so ausdrucksstark� da� eigentlich fast nur Axiome ver�
wendet werden m�u�ten� In �And��� wird eine Version der Logik h�oherer Stufe beschrieben�
die mit einer einzigen Regel �Regel R� auskommt� In Kapitel � werden �nach Gordon �GM
���
ebenfalls relativ wenig Regeln verwendet� In der vorliegenden Isabelle�Theorie HOL hingegen
werden m�oglichst viele Axiome als Regeln dargestellt� weil damit eine e�zientere Handhabung
des Isabelle�Systems m�oglich ist� So werden zum Beispiel Konstantende�nitionen zumeist

�uber die Metagleichheit � abgewickelt� und statt Axiomen der Form p � q� r verwen�
det man lieber die Regel �� p � q ����r� Bei Konstantende�nitionen f�ur Funktionssymbole
de�niert man aus Bequemlichkeit die Funktion im vollen Anwendungskontext f�x� � E mit
freier Variable �und damit Schemavariable� x� anstatt die eigentliche De�nitionsschreibweise
f � �x�E einzusetzen� Dies ist aber aufgrund der Extensionalit�at von Funktionen in HOL und
der entsprechenden Einbettung in die Metalogik �aquivalent� Diese Bevorzugung der Metalo�
gik f�uhrt zum Beispiel dazu� da� in der vorliegenden Theorie HOL kein einziges echtes Axiom
der Objektlogik HOLC mehr vorkommt� Dies ist aber nicht weiter tragisch� da es sich durch�
wegs um �aquivalente Formulierungen handelt� deren Zusammenhang mit der Schreibweise
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in der Objektlogik o�ensichtlich ist� Im folgenden werde ich aber auch bei solchen Pseudo�
Axiomen bzw� Pseudo�De�nitionen trotzdem von Axiomen bzw� De�nitionen der Objektlogik
reden und nur bei Termen� die das Symbol �� enthalten von Regeln sprechen� es sei denn es
handelt sich schon in der Objektlogik um eine Regel ohne Pr�amissen �wie z�B� bei refl��

Nun zu den einzelnen Axiomen und Regeln� Als erstes wird noch das eher technisch relevante
Metaaxiom eq�reflection eingef�uhrt� mit dessen Hilfe Gleichheiten in der Objektlogik in
Gleichheiten der Metalogik �uberf�uhrt werden k�onnen� Dies ist notwendig f�ur den Einsatz
des Simpli�kationspakets� das ausschlie�lich auf Metagleichheiten arbeitet �Pau
�� Reference
Manual� Kapitel �	�� Die Regeln refl� subst� ImpI und mp sind bereits aus Abschnitt ���
bekannt� Statt der Axiome �eta� und �choice� der Theorie Init �Abschnitt ���� werden hier
die Regeln ext und selectI eingef�uhrt� was zu einer �aquivalenten Formalisierung f�uhrt� Die
restlichen Regeln �hyp�� �beta�� �abstract� und �type inst� des Deduktionssystems DMin werden
bereits durch die Metalogik von Isabelle abgedeckt� Danach folgen� bis auf die De�nitionen der
Konstanten inj und surj� die in Theorie Set nachgeholt werden� exakt die De�nitionen f�ur
die logischen Konstanten der Theorie Log aus Abschnitt ���� Von den Axiomen der Theorie
Init sind hier nur die beiden Axiome �i�� und �True or False� �ubrig geblieben� Statt der
Axiome �eta� und �choice� sind wie gesagt die Regeln ext und selectI verwendet worden�
und das Axiom �in�nity� folgt in leicht variierter Form in der noch folgenden Theorie Nat�
Zuletzt werden noch die Konstanten If� Inv und o de�niert� wobei die De�nitionen von If

und Inv sehr eindrucksvoll den Einsatz des Hilbert�Deskriptors 
 zeigen�

Mit der Isabelle�Theorie HOL steht nun eine Logik zur Verf�ugung� die in etwa der Logik Q


von Andrews �And��� entspricht� da das Unendlichkeitsaxiom �in�nity� der Logik HOLC
noch nicht hinzugenommen wurde� F�ur HOL werden im Isabelle�System diverse Theoreme
abgeleitet� wobei es sich vor allem um abgeleitete Regeln f�ur die Verwendung der logischen
Symbole handelt� Eine Au�istung dieser Theoreme �ndet sich zum Beispiel in �Pau
���

Ich werde nun kurz die weiteren Theorien aus Abbildung ��� beschreiben� Im Gegensatz
zur Theorie HOL� die ich noch relativ ausf�uhrlich dargestellt habe� werde ich bei den nun
folgenden Theorien nur mehr die f�ur das Kapitel � relevanten Konstanten zusammen mit
ihren wichtigsten �abgeleiteten� Eigenschaften darstellen�

����� Theorie Set

Mit der Theorie Set wird getypte Mengentheorie eingef�uhrt� Die Abbildung ��� zeigt nur
einen geringen Bruchteil davon�

Set � HOL 

types

� set

arities

set �� �term� term

consts

�� Constants ��

Collect �� ��� bool�� � set ��comprehension��

� �� ��� � set	� bool �infixl ���
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range �� ��� ��� � set ��of function��

inj� surj �� ��� ��� bool ��inj�surjective��

��� Binding Constants ���

�Coll �� �idt� bool	� � set � ���� �� �

translations

�x� P� � Collect��x� P�

rules

mem�Collect�eq �a � �x�P�x��� � P�a�

Collect�mem�eq �x�x�A� � A

�� Definitions ��

range�def range�f� � �y� �x� y�f�x��

inj�def inj�f� � �x y� f�x��f�y�� x�y

surj�def surj�f� � �y� �x� y�f�x�

end

Abbildung ���� Theorie Set

Der Typ � set steht f�ur die Potenzmenge des Typs �� die isomorph zum Typ
�� bool aller Pr�adikate �uber � ist� Die Konstanten f�ur den Isomorphismus sind
Collect����� bool�� � set und ������ � set	� bool� Statt der unhandlichen
Schreibweise Collect��x� P� wird jedoch in der Sektion translations die Mix�x�
Syntax �x� P� eingef�uhrt� In dieser Schreibweise sind dann auch die Isomorphie�
Axiome mem�Collect�eq und Collect�mem�eq formuliert� Die Rolle der Konstanten �
beim Isomorphismus zwischen � set und �� bool wird deutlicher� wenn man im Typ
��� � set	� bool von � die Position der Argumente vertauscht� Man erh�alt dann
�� set�� ��� bool��

Die Funktion range bildet eine Funktion f in ihre Bildmenge ab� Dies wird durch die De�
�nition range�def ausgedr�uckt� Die Pr�adikate inj und surj stehen f�ur Injektivit�at und
Surjektivit�at von Funktionen� Man vergleiche die De�nitionen inj�def und surj�def mit
den entsprechenden De�nitionen der Theorie Log aus Abschnitt ����

Die f�ur uns interessanten abgeleiteten Regeln der Theorie Set sind in Abbildung ��� dargstellt�

CollectI �� P�a�����a � �x�P�x��

CollectD �� a � �x�P�x������P�a�

CollectE �� a � �x�P�x��� P�a���W����W

rangeI f�x� � range�f�

rangeE �� b � range��x�f�x���
V
x� b�f�x���P����P

injI ��
V
x y� f�x� � f�y���x�y����inj�f�

injD �� inj�f�� f�x� � f�y�����x�y

Abbildung ���� Theoreme der Theorie Set
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����� Theorie Prod

Aus der Theorie Prod f�ur das kartesische Produkt m�ochte ich nur die Signatur und einige
abgeleitete Regeln pr�asentieren�

Prod � Set 

types

����� � �infixr ���

arities

� �� �term�term�term
consts

fst �� � � � � �

snd �� � � � � �
split �� �� � �� ����	� �	� �
Pair �� ����	� � � �

end

Abbildung ���� Signatur der Theorie Prod

Statt der Notation Pair�a�b� darf die Notation 
a�b� verwendet werden� Die entsprechende
Einf�uhrung der Mix�x�Notation 
��� wie auch die Axiome der Theorie Prod� habe ich hier un�
terschlagen� F�ur die obigen Konstanten gelten die erwarteten Eigenschaften� die in Abbildung
��� zusammengestellt sind�

Pair�inject �� 
a�b� � 
a��b��� �� a�a�� b�b�����R����R

Pair�eq �
a�b� � 
a��b��� � �a�a� � b�b��

PairE ��
V
x y� p � 
x�y���Q����Q

fst�conv fst�
a�b�� � a

snd�conv snd�
a�b�� � b

split split�
a�b�� c� � c�a�b�

Abbildung ���� Theoreme der Theorie Prod

����� Theorie Sum

Die Summe �  � der beiden Typen � und � ist in gewissem Sinne dual zum Produkt
de�niert�

Sum � Prod 

types

�����  �infixl ���

arities

 �� �term�term�term
consts
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Inl �� �� ��

Inr �� � � ��
sum�case �� ���� �� ���� �	� �

end

Abbildung ���� Signatur der Theorie Sum

Die wichtigsten abgeleiteten Eigenschaften sind in Abbildung ��� dargestellt�

Inl�not�Inr Inl�a� �� Inr�b�

inj�Inl inj�Inl�

inj�Inr inj�Inr�

sum�case�Inl sum�case�Inl�x�� f� g� � f�x�

sum�case�Inr sum�case�Inr�x�� f� g� � g�x�

sumE ��
V
x���� s�Inl�x���P�

V
y���� s�Inr�y���P����P

Abbildung ���� Theoreme der Theorie Sum

����	 Theorien Lfp
 Trancl und WF

Die beiden Theorien Lfp und Trancl m�ochte ich an dieser Stelle nur mit Worten beschreiben�
da sowohl ihre Signatur als auch ihre Eigenschaften im folgenden nicht explizit auftreten� Ich
m�ochte sie aber trotzdem anf�uhren� da sie die Grundlage f�ur die Einf�uhrung der nat�urlichen
Zahlen in der Theorie Nat darstellen�

Die Theorie Lfp f�uhrt einen Fixpunktoperator f�ur monotone Mengenfunktionale ein� und zu
den Theoremen der Theorie geh�ort der Fixpunktsatz von Knaster�Tarski� In der Theorie
Trancl werden Operatoren zur Bildung der transitiven bzw� transitiven und re�exiven H�ulle
von Mengenrelationen eingef�uhrt�

In der Theorie WF wird neben anderen Dingen auch das Konzept der fundierten Ordnung
�well�founded relation� eingef�uhrt� welches Noethersche Induktion erlaubt� Da diese Form der
Induktion auch f�ur HOLCF interessant sein kann� werde ich hier wieder kurz die relevante
Signatur nebst Eigenschaften darstellen�
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WF � Trancl 

consts

wf �� �� � ��set� bool

end

wf�induct �� wf�r��V
x��� �y� 
y�x�� r� P�y�����P�x���
��P�a�

Abbildung ��
� Signatur und Eigenschaften der Theorie WF

����� Theorie Nat

Die Theorie Nat ist die letzte Theorie� die ich in diesem Kapitel vorstellen m�ochte� Auf ihr
bauen dann die Theorien aus Kapitel � auf� Die Theorie Nat ist in Abbildung ���	 dargestellt�

Nat � WF 

types

ind

nat

arities

ind�nat �� term

consts

Zero�Rep �� ind

Suc�Rep �� ind� ind

� �� nat

Suc �� nat� nat

nat�case �� �nat� �� nat� �	� �

nat�rec �� �nat� �� �nat� �	� �	� �


�
� �� �nat� nat	� bool �infixl ���

rules

��the axiom of infinity in � parts��

inj�Suc�Rep inj�Suc�Rep�

Suc�Rep�not�Zero�Rep ��Suc�Rep�x� � Zero�Rep�

end

Abbildung ���	� Theorie Nat
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In den Sektionen types und arities werden die beiden Typkonstanten ind und nat ein�
gef�uhrt� Der Typ ind �individuals� entspricht dem Typ ind der Logik HOLC� Zum einen
wird mit seiner Hilfe das Axiom der Unendlichkeit ausgedr�uckt� zum anderen dient er als
Repr�asentant f�ur den Typ nat der nat�urlichen Zahlen�

In der Sektion consts werden wieder diverse Konstanten eingef�uhrt� Zero�Rep und Suc�Rep

sind die Repr�asentanten f�ur die abstrakten Konstanten � und Suc� Die Konstante nat�case
ist ein Diskriminatorfunktional f�ur die nat�urlichen Zahlen� und nat�rec ist das Funktional f�ur
primitive Rekursion� Die Konstanten 
 bzw� 
� stehen f�ur die �kleiner� bzw� �kleiner gleich�
Relation auf den nat�urlichen Zahlen�	�

In der Sektion rules habe ich nur die beiden Axiome aufgef�uhrt� die in Isabelle�HOL
die Rolle des Axioms der Unendlichkeit �ubernehmen� Man vergleiche hierzu das Axiom
�in�nity� aus der Theorie Init im Abschnitt ���� Die beiden Axiome inj�Suc�Rep und
Suc�Rep�not�Zero�Rep besagen� da� Suc�Rep zwar eine injektive� aber keine surjektive
Funktion ist� Hier wird also statt der existentiellen Aussage des Axioms �in�nity� der
konkreten Einf�uhrung von Konstanten der Vorzug gegeben� Dies r�uhrt daher� da� in der
Isabelle�Formalisierung die nat�urlichen Zahlen als kleinster Fixpunkt eines monotonen Men�
genfunktionals de�niert werden�
 �Pau
�a�� Dieses Funktional l�a�t sich einfacher mittels
der Konstanten Zero�Rep und Suc�Rep aufschreiben� Eine alternative Formulierung f�ur die
nat�urlichen Zahlen� die besser zum Axiom �in�nity� pa�t� �ndet sich in �Gor����

Die wichtigsten Eigenschaften der nat�urlichen Zahlen sind in Abbildung ���� dargestellt�

nat�induct �� P����
V
k� P�k���P�Suc�k������P�n�

natE �� n����P�
V
x� n � Suc�x���P����P

Suc�not�Zero Suc�m� �� �

Suc�Suc�eq �Suc�m��Suc�n�� � �m�n�

n�not�Suc�n n �� Suc�n�

nat�case�� nat�case��� a� f� � a

nat�case�Suc nat�case�Suc�k�� a� f� � f�k�

nat�rec�� nat�rec���c�h� � c

nat�rec�Suc nat�rec�Suc�n�� c� h� � h�n� nat�rec�n�c�h��

less�trans �� i
j� j
k����i
k

lessI n 
 Suc�n�

less�SucI i
j��i
Suc�j�

zero�less�Suc � 
 Suc�n�

less�not�sym n
m���m
n
less�not�refl �n
n

��eigentlich werden � und �� als �uberladene Ordnungssymbole in der Theorie Ord eingef�uhrt� Um aber
unn�otige Details zu vermeiden� habe ich in dieser Arbeit diese Symbole als nichtpolymorphe Konstanten des
Typs nat behandelt�

�	siehe dazu auch die Isabelle�Theorie Nat�thy�
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not�less� �n
�
Suc�less�eq �Suc�m� 
 Suc�n�� � �m
n�

not�Suc�n�less�n ��Suc�n� 
 n�

less�linear m
n � m�n � n
m

leD m
�n����n
m��nat�
leI ��n
m���m
�n��nat

less�induct ��
V
n� �� �m� m
n� P�m�����P�n�����P�n�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Nat

Hiermit sind nun alle Theorien eingef�uhrt� die f�ur die nachfolgende Entwicklung von HOLCF
in Kapitel � relevant sind� F�ur eine umfangreichere Darstellung m�ochte ich nochmals auf
�Pau
�� Pau
�b� verweisen� Ersch�opfende Information liefern aber letztendlich nur die Quell�
texte der Isabelle�Theorien� in denen eine Vielzahl von Theoremen enthalten sind� die f�ur den
Umgang mit den obigen Theorien n�utzlich sein k�onnen�
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Kapitel �

HOLCF� Entwicklung der einzelnen

Theorien

Dieses Kapitel stellt den Hauptteil meiner Arbeit dar� Hier stelle ich die Entwicklung der
Logik HOLCF und den Gro�teil der abgeleiteten Theoreme vor� Die Logik HOLCF entsteht
durch schrittweise Erweiterung von Isabelle�HOL um De�nitionen f�ur bereichstheoretische
Konzepte� Jede Theorie wird in einem eigenen Abschnitt dargestellt� Diese Abschnitte sind
gegebenenfalls in weitere Unterabschnitte aufgeteilt� wenn die Theorie in mehreren kleinen
Schritten eingef�uhrt wird� Diese Unterteilung in mehrere Teilschritte wird dabei haupts�achlich
von der Methode der konservativen Erweiterung diktiert�

Die Beschreibung einer einzelnen �Teil��Theorie untergliedert sich in zwei bzw� manchmal so�
gar in drei Teile� Im ersten Teil wird immer die Isabelle�Theorie dargestellt� und im zweiten
Teil werden die in Isabelle bewiesenen Theoreme der Theorie aufgelistet� Diese beiden Teile
werden jeweils durch erkl�arende Kommentare begleitet� die auf eventuelle Designentscheidun�
gen hinweisen oder einzelne Theoreme n�aher erl�autern� Auf diese Weise kann man sich einen
schnellen �Uberblick �uber die einzelnen Theorien verscha�en�

Bei einigen Theorien folgt dann noch ein dritter Teil� der explizite Beweise f�ur ausgesuchte
Theoreme der Theorie enth�alt� Die Auswahl der explizit dargestellten Beweise erfolgte nach
rein subjektiven Kriterien� So habe ich zum Beispiel Theoreme ausgew�ahlt� deren Beweise
meiner Meinung nach das Verst�andnis f�ur die jeweilige Theorie erh�ohen� Bisweilen wurden
Theoreme aufgenommen� weil mir ihr Beweis besonders schwierig erschien� Aus Platzgr�unden
mu�te ich mich in meiner Auswahl jedoch drastisch beschr�anken und so fehlen f�ur viele
Theoreme die expliziten Beweise� obwohl sie auf die ein oder andere Weise durchaus interessant
gewesen w�aren� Dieser Umstand ist aber nicht sonderlich tragisch� da die Logik HOLCF
vollst�andig in der Isabelle�Distribution enthalten ist� Daher k�onnen die in dieser Arbeit
fehlenden Beweise bei Bedarf ausf�uhrlich am Isabelle�System nachgespielt werden�

Es folgt nun ein kurzer �Uberblick �uber die in diesem Kapitel dargestellten Theorien� Ein
graphischer �Uberblick �ndet sich in Abbildung ���� Im Standard�Umfang der Logik LCF sind
normalerweise auch die Theorien f�ur den Typ one� der nur ein de�niertes Element aufweist�
und die Theorie tr der programmiersprachlichen Wahrheitswerte enthalten� Da diese Typen
aber durch einen De�nitionsmechanismus eingef�uhrt werden� dessen Rechtfertigung erst durch
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die in Kapitel � dargestellte Theorie m�oglich ist� wird ihre Einf�uhrung auf das Kapitel �
verschoben�

Holcfb

Void

Porder�� Porder

Pcpo

Fun���

Cont

Cfun���

Sprod��� Cprod��� Ssum��� Lift��� Fix

ccc�

Abbildung ���� Hierarchie der HOLCF�Theorien in Isabelle

Im Abschnitt ��� �Holcfb� werden zun�achst ein Minimierungsoperator f�ur die nat�urlichen
Zahlen eingef�uhrt sowie einige n�utzliche pr�adikatenlogische Theoreme bewiesen� Danach
entwickle ich in Abschnitt ��� �Void� eine Theorie f�ur den trivialen Typ void� der nur ein
Element in der Tr�agermenge enth�alt� Auf diesem Typ de�niere ich dann die o�ensichtliche
Ordnung und weise die Eigenschaften einer partiellen und sp�ater einer kettenvollst�andigen
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partiellen Ordnung mit kleinstem Element nach� Der Typ void dient als Rechtfertigung f�ur
die Typklassen der partiellen Ordnungen po und der ��kettenvollst�andigen partiellen Ord�
nungen pcpo mit kleinstem Element� die in den darau�olgenden Abschnitten ��� �Porder��
Porder� und ��� �Pcpo� eingef�uhrt werden� Im Abschnitt ��� �Fun���� wird f�ur Funktionen auf
Bereichstypen �Typen in Klasse pcpo� eine Ordnungsrelation de�niert� und die Ordnungsei�
genschaften werden nachgewiesen� Dies rechtfertigt dann auch die zus�atzliche Zuordnung von
Klasseninformation f�ur den Typkonstruktor � � die besagt� da� � Bereichstypen wieder in
Bereichstypen abbildet� Der Abschnitt ��� �Cont� bringt De�nitionen f�ur monotone und ste�
tige Funktionen auf Bereichstypen� Im Abschnitt ��� �Cfun���� werden diese Ergebnisse �uber
stetige Funktionen ausgenutzt� um den Typkonstruktor � der Operationen sowie eine Ord�
nung auf Operationen zu de�nieren und die Ordnungseigenschaften daf�ur abzuleiten� Zudem
werden wieder zus�atzliche Zuordnungen von Klasseninformation f�ur den Typkonstruktor �
vorgenommen� die ausdr�ucken� da� der Typ der Operationen �uber Bereichstypen ebenfalls in
der Klasse pcpo der Bereiche liegt� Weiterhin werden hier die Theoreme zur Propagierung der
Stetigkeit von Termen abgeleitet� Das gleiche Programm wird im Abschnitt ��� �Sprod����
f�ur das strikte Produkt� in ��
 �Cprod���� f�ur das kartesische Produkt� in ���	 �Ssum����
f�ur die strikte Summe und in ���� �Lift���� f�ur den gelifteten Bereich durchgef�uhrt� In
Abschnitt ���� �Fix� wird dann die Fixpunkttheorie f�ur Operationen formalisiert� Speziell
werden hier der Fixpunktoperator auf Operationen �x und das Zul�assigkeitspr�adikat adm
de�niert und deren wesentlichen Eigenschaften abgeleitet� Dazu z�ahlen die Fixpunktinduk�
tion und die Propagierung der Zul�assigkeit� In Abschnitt ���� �ccc�� werden dann noch
eine Komposition f�ur Operationen und eine Identit�atsoperation eingef�uhrt� was die sp�atere
Axiomatisierung rekursiver Bereichstypen notationell vereinfacht�

��� Basistheorie f�ur HOLCF

Die Theorie Holcfb enth�alt die De�nition f�ur einen Minimierungsoperator theleast auf
den nat�urlichen Zahlen� Dieser Operator wird in der Theorie Fix dazu benutzt� um die
Propagierung der Zul�assigkeit f�ur die Disjunktion zu beweisen�

����� Die Theorie Holcfb

Die Theorie Holcfb ist in Abbildung ��� dargestellt�

Holcfb � Nat 

consts theleast �� �nat� bool�� nat

rules

theleast�def theleast�P� � �
z��P�z� � ��n�P�n�� z
�n���

end

Abbildung ���� Theorie Holcfb
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Der Operator theleast wird mit Hilfe des Auswahloperators 
 de�niert� Da die Ordnung 
�
eine Wohlordnung auf den nat�urlichen Zahlen ist� ist das kleinste Element jeder nichtleeren
Menge eindeutig bestimmt�

����� Theoreme der Theorie Holcfb

Die Theoreme der Theorie Holcfb sind in Abbildung ��� dargestellt�

well�ordering�nat

�P� P�x��nat�� ��y� P�y� � ��x� P�x�� y 
� x��

theleast� P��x����P��theleast�P���

theleast� P�x���theleast�P� 
� x

de�morgan� ��a � �b�����a � b��

de�morgan� ��a � �b�����a � b��

notall�ex ����x�P�x��� � ��x��P�x��
notex�all ����x�P�x��� � ��x��P�x��

selectI� ��x� P�x����P�
x�P�x��

selectE P�
x�P�x������x� P�x��

select�eq�Ex �P�
x�P�x��� � ��x� P�x��

notnotI P����P
classical� �� Q��R� �Q��R����R

classical� �� P���P�� P��P������P

nat�less�cases

�� m��nat 
 n��P�n�m��

m�n��P�n�m��

n 
 m��P�n�m�����P�n�m�

Abbildung ���� Theoreme der Theorie Holcfb

Das Theorem well�ordering�nat dr�uckt aus� da� 
� eine Wohlordnung auf dem Typ nat

ist� Dies kann durch vollst�andige Induktion bewiesen werden� Die Theoreme theleast� und
theleast� beschreiben die Eigenschaften des Operators theleast� Die restlichen Theoreme
wurden abgeleitet� da sie sich bei der Entwicklung von HOLCF als n�utzlich erwiesen haben�

��� Der Typ void

Der Typ void ist ein Typ� der nur ein Element in der Tr�agermenge enth�alt� Dieser Typ
wird eingef�uhrt� weil sich auf ihm in trivialer Weise eine partielle Ordnung de�nieren l�a�t� die
kettenvollst�andig ist und ein kleinstes Element enth�alt� Der Typ void dient als Prototyp f�ur
die Klassen po und pcpo�
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����� Die Theorie Void

Die Theorie Void ist in Abbildung ��� dargestellt� Der Typ void wird nach der Methode der
konservativen Erweiterung eingef�uhrt� die in Abschnitt ��� beschrieben wurde� Im praktischen
Umgang mit Isabelle�HOL wird dieser Erweiterungsmechanismus in leicht abge�anderter Form
eingesetzt� wie ich gleich im folgenden n�aher erl�autern werde�

Void � Holcfb 

types void �

arities void �� term

consts

Void �� bool set

��void�Rep �� bool

Rep�Void �� void� bool

Abs�Void �� bool� void

��void �� void

less�void �� �void�void	� bool

rules

�� The unique element in Void is False��bool ��

��void�Rep�def ��void�Rep � False

Void�def Void � �x� x � ��void�Rep�

�� faking a type definition��� ��

�� void is isomorphic to Void ��

Rep�Void Rep�Void�x��Void
Rep�Void�inverse Abs�Void�Rep�Void�x�� � x

Abs�Void�inverse y�Void��Rep�Void�Abs�Void�y�� � y

�� defining the abstract constants ��

��void�def ��void � Abs�Void���void�Rep�
less�void�def less�void�x�y� � �Rep�Void�x� � Rep�Void�y��

end

Abbildung ���� Theorie Void

Die in Abschnitt ��� vorgestellte Methode der konservativen Erweiterung durch Typde�nition
sieht vor� da� ein Repr�asentationspr�adikat P��� � bool f�ur den repr�asentierenden Typ � ein�
gef�uhrt wird� und da� das Theorem �x�P�x� gezeigt wird� In Isabelle�HOL wird dagegen per
Konvention eine Teilmenge RepSet��� set eingef�uhrt und ein Theorem t�RepSet f�ur einen
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beliebigen Term t��� gezeigt� Dies ist aufgrund der Semantik des Typkonstruktors set und
der Elementrelation � �aquivalent zur Methode� die in Abschnitt ��� vorgestellt wurde�

Im Beispiel der Theorie Void wird die dem Repr�asentationspr�adikat entsprechende Teilmenge
durch die Konstante Void��bool set verk�orpert� Die De�nitionen ��void�Rep�def und
Void�def besagen� da� die Menge Void nur aus dem Element False besteht� Die Verwendung
der redundanten Konstanten ��void�Rep ist reine Geschmackssache� Um nachzuweisen�
da� die Teilmenge Void nicht leer ist� zeigt man das triviale Theorem ��void�Rep�Void�
Strenggenommen m�u�ten die Teilmenge Void und das Theorem ��void�Rep�Void vorher in
einer separaten Theorie eingef�uhrt werden� und erst in einem n�achsten Schritt d�urfte der Typ�
konstruktor voidmit den Typde�nitionsaxiomen eingef�uhrt werden� Wenn die Herleitung des
Theorems aber wie hier trivial aus der De�nition der Teilmenge folgt� erlaubt man sich die
simultane Einf�uhrung der repr�asentierenden Teilmenge und der anschlie�enden Typde�nition�
Puristen d�urfen selbverst�andlich an der korrekten schrittweisen Einf�uhrung festhalten� Die
Axiome Rep�Void� Rep�Void�inverse und Abs�Void�inverse sind die Typde�nitionsaxiome
f�ur den Typ void� Die Verwendung der Teilmenge Void und der Elementrelation � liefert
eine zu Abschnitt ��� �aquivalente Form der Typde�nition�

Zus�atzlich zum Typ void werden noch die beiden Konstanten ��void und less�void de�
�niert� Die Konstante ��void steht f�ur das kleinste und einzige Element im Typ void�
und less�void steht f�ur die triviale Ordnung auf dem Typ void� Auch hier wurde darauf
verzichtet� die Konstantende�nitionen in einer separaten Theorie vorzunehmen�

����� Theoreme der Theorie Void

Die Theoreme der Theorie Void sind in Abbildung ��� dargestellt� Das Theorem VoidI recht�
fertigt die Einf�uhrung des Typs void� Die Theoreme refl�less�void� antisym�less�void
und trans�less�void zeigen� da� less�void den Typ void partiell ordnet� Diese drei Theo�
reme erlauben die nachfolgende Einf�uhrung der Klasse po� wobei der Typ void als Prototyp
angegeben wird�

VoidI ��void�Rep � Void

refl�less�void less�void�x�x�

antisym�less�void �� less�void�x�y�� less�void�y�x�����x � y

trans�less�void �� less�void�x�y�� less�void�y�z�����less�void�x�z�

Abbildung ���� Theoreme der Theorie Void

��� Die Klasse po

Dieser Abschnitt beschreibt die Theorien Porder� und Porder� In der Theorie Porder� wird
die Klasse po der partiell geordneten Typen eingef�uhrt� Die Theorie Porder baut auf Porder�
auf und enth�alt De�nitionen f�ur obere Schranken� kleinste obere Schranken und Ketten�
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����� Die Theorie Porder�

Die Theorie Porder� ist in Abbildung ��� dargestellt� In ihr wird die Klasse po durch kon�
servative Erweiterung eingef�uhrt� Die Einf�uhrung der Klasse po wird durch die Theoreme
refl�less�void� antisym�less�void und trans�less�void der Theorie Void gerechtfer�
tigt� Der Prototyp f�ur die Klasse po ist der Typ void� Das Beispiel der Klasse po wurde in
dieser Arbeit schon mehrfach erw�ahnt und bedarf daher keiner weiteren Erkl�arung�

Porder� � Void 

classes po 
 term

arities void �� po

consts v �� ����po	� bool �infixl ���

rules

refl�less x v x

antisym�less �� x v y � y v x����x � y

trans�less �� x v y � y v z����x v z

inst�void�po � v ���void�void	� bool� � less�void

end

Abbildung ���� Theorie Porder�

Per Konvention werden alle in der Theorie eingef�uhrten Konstanten� in diesem Fall also
v ������po	� bool� als charakteristische Konstanten der Klasse aufgefa�t� Weiterhin wer�
den alle Axiome au�er den Instanzaxiomen f�ur den Prototyp� die an ihrer Form leicht zu
erkennen sind� als charakteristische Axiome der Klasse interpretiert� Im Fall der Klasse po
sind dies also die Axiome refl�less� antisym�less und trans�less� Diese Konvention
zeichnet in eindeutiger Weise die charakteristischen Konstanten und Axiome einer Klasse
aus� Sie ist notwendig� da in Isabelle keine spezielle syntaktische Kennzeichnung von cha�
rakteristischen Konstanten und Axiomen m�oglich ist� wie sie die Logik HOLC aus Kapitel �
vorsieht�

����� Die Theorie Porder

Die Theorie Porder ist in Abbildung ��� dargestellt� In ihr werden mehrere Konstanten
eingef�uhrt� die relativ zur charakteristischen Konstanten v der Klasse po de�niert sind� Der
Term S �j x wird gelesen als �x ist obere Schranke der Menge S�� und S�j x hei�t �x ist kleinste
obere Schranke der Menge S�� Da kleinste obere Schranken eindeutig sind� wenn sie existieren�
kann mit Hilfe des Hilbert Operators 
 die Funktion lub de�niert werden� so da� lub�S� die
kleinste obere Schranke von S bezeichnet� falls diese existiert� Man beachte die Anwendung
der Logik h�oherer Stufe und der Typklassen� die in ihrer Kombination eine elegante Notation
erm�oglichen�
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Porder � Porder� 

consts

�j �� �� set��po	� bool �infixl ���

�j �� �� set��po	� bool �infixl ���

lub �� � set� �po
is�chain �� �nat� �po�� bool

max�in�chain �� �nat�nat� �po	� bool

finite�chain �� �nat� �po�� bool

rules

is�ub S �j x � �y�y�S� y v x

is�lub S�j x � S �j x � ��u� S �j u� x v u�

lub lub�S� � �
x� S�j x�

is�chain is�chain�F� � ��i�F�i� v F�Suc�i���

max�in�chain�def max�in�chain�i�C�� �j� i 
� j� C�i� � C�j�

finite�chain�def finite�chain�C� � is�chain�C� � ��i� max�in�chain�i�C��

end

Abbildung ���� Theorie Porder

Durch das Pr�adikat is�chain wird der Begri� der aufsteigenden und nicht leeren ��Kette
formalisiert� Es mag im ersten Moment �uberraschen� da� hier die abz�ahlende Funktion F selbst
als Kette bezeichnet wird und nicht ihr Bild� Die hier verwendete De�nition des Kettenbegri�s
und die Totalit�at der HOL�Funktionen haben zur Folge� da� die leere Menge nie das Bild einer
Kette sein kann� Dieser Umstand ist wichtig f�ur die sp�ateren De�nitionen der vollst�andigen
Ordnungen� und der stetigen Funktionen��

Zuletzt werden noch die beiden Pr�adikate max�in�chain und finite�chain eingef�uhrt� die
die Argumentation �uber endliche Ketten erleichtern� Eine Kette hei�t dabei endlich� wenn ihr
Bild eine endliche Menge ist� Dieser Umstand wird aus technischen Gr�unden wieder indirekt
beschrieben� indem man verlangt� da� die Abz�ahlung ab einem gewissen Index konstant ist�

����� Theoreme der Theorien Porder� und Porder

Die Theoreme der beiden Theorien Porder� und Porder sind in Abbildung ��� dargestellt�
Die meisten Theoreme bed�urfen keiner Erkl�arung� da sie aufgrund der obigen De�nitionen
zu erwarten waren� Einige Beweise sind in Abschnitt ����� genauer ausgef�uhrt� Die De�ni�
tion des Kettenbegri�s hat zur Folge� da� in Axiomen und Theoremen h�au�g die Funktion
range�� ��� ��� � set auftaucht� die die Bildmenge range�S� einer Funktion S liefert�

�siehe Theorie Pcpo in Abschnitt 
�

�siehe Theorie Cont in Abschnitt 
��
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Besonders erw�ahnen m�ochte ich noch die beiden Theoreme minimal�void und cpo�void� die
besagen� da� der Typ void ein kleinstes Element hat� und da� es f�ur jede Kette S��nat� void

im Typ void eine kleinste obere Schranke gibt� Aufgrund der trivialen Struktur des Typs
void ist dies aber nicht weiter verwunderlich� Diese beiden Theoreme werden die Einf�uhrung
der Klasse pcpo der kettenvollst�andigen partiellen Ordnungen mit kleinstem Element recht�
fertigen� die in der Theorie Pcpo vorgenommen wird�

antisym�less�inverse x�y��x v y � y v x

box�less �� a v b� c v a� b v d����c v d

unique�lub �� S�j x � S�j y����x�y

chain�mono is�chain�F���x
y� F�x� v F�y�

chain�mono� �� is�chain�F�� x 
� y����F�x� v F�y�

lubI ��x� M�j x���M�j lub�M�
lubE M�j lub�M����x� M�j x
lub�eq ��x� M�j x� � M�j lub�M�
thelubI M�j l��lub�M� � l

is�lubE S�j x��S �j x � ��u� S �j u� x v u�

is�lubI S �j x � ��u� S �j u� x v u���S�j x
is�chainE is�chain�F����i� F�i� v F�Suc�i��

is�chainI �i� F�i� v F�Suc�i����is�chain�F�

ub�rangeE range�S� �j x���i� S�i� v x

ub�rangeI �i� S�i� v x��range�S� �j x
is�ub�lub range�S���j x���S��x� v x�

is�lub�lub �� S��j x�� S� �j x�����x� v x�

minimal�void ��void v x

cpo�void is�chain�S��nat� void����x� range�S��j x

lub�finch� �� is�chain�C� � max�in�chain�i�C�����range�C��j C�i�
lub�finch� finite�chain�C���range�C��j C�
i� max�in�chain�i�C��

bin�chain x v y��is�chain��i� if�i���x�y��

bin�chainmax x v y��max�in�chain�Suc�����i� if�i���x�y��

lub�bin�chain x v y��range��i� if�i � ��x�y���j y

lub�chain�maxelem

�� is�chain�Y���i�Y�i��c��i�Y�i� v c����lub�range�Y�� � c

lub�const range��x�c��j c

Abbildung ���� Theoreme der Theorien Porder� und Porder

����� Beweise f�ur ausgesuchte Theoreme

In diesem Abschnitt werde ich die Isabelle�Beweise f�ur die Theoreme lub�chain�maxelem und
lub�const vorstellen� Ich stelle die Beweise in der Form dar� die sich durch die Interaktion
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mit dem Isabelle�System ergibt� Wie bereits in Kapitel � dargestellt� werden Beweise in
Isabelle zielorientiert gef�uhrt� Beginnend mit dem eigentlichen Beweisziel �goal� f�uhrt man
dieses schrittweise auf kleinere bzw� einfachere Teilziele �subgoals� zur�uck� bis man nur noch
triviale Beweisaufgaben zu l�osen hat� Die Reduktion eines Ziels auf Teilziele erfolgt durch
Resolution� des aktuellen Beweiszustandes mit Regeln des Beweissystems�

������� Beweis f�ur das Theorem lub chain maxelem

Wir beginnen� indem wir uns das gew�unschte Beweisziel vorgeben��
val prems � goal Porder�thy

��� is�chain�Y���i�Y�i��c��i�Y�i� v c����lub�range�Y�� � c��

� by �cut�facts�tac prems ���

Das System pr�asentiert uns das vorerst einzige Beweisziel�
�� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c����lub�range�Y�� � c

Resolution mit der Regel�

�M�j �l��lub��M� � �l

� by �rtac thelubI ���

bringt das Pr�adikat �j ins Spiel und liefert das neue Ziel�
�� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c����range�Y��j c

Au�altung der De�nition f�ur �j mittels der Regel
�S �j �x � ��u� �S �j u� �x v u����S�j �x

� by �rtac is�lubI ���

liefert das Ziel�
�� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c����

range�Y� �j c � ��u� range�Y� �j u� c v u�

Eine Konjunktion beweist man im Kalk�ul des nat�urlichen Schlie�ens� indem man f�ur jedes
Konjugat einen Beweis liefert� Mittels der Regel
�� �P� �Q�����P � �Q

� by �rtac conjI ���

spalten wir unser Ziel in zwei kleinere Teilziele auf�
�� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c����range�Y� �j c
�� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c����

�u� range�Y� �j u� c v u

Das erste Ziel l�ost sich leicht durch Anwendung der Regel

�siehe Kapitel ��
�eine eingehende Beschreibung der Interaktion mit dem Isabelle�System �ndet sich in �Pau�
��
�die � vor den Variablen kennzeichnen diese als Uni�kationsvariablen� Nur solche Variablen k�onnen bei

Anwendung der Resolutionsregel des Metakalk�uls instantiiert werden�
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�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x
� by �etac ub�rangeI ���

mit anschlie�endem Beweis per Annahme �etac�� Es bleibt nun noch das Ziel
�� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c����

�u� range�Y� �j u� c v u

welches jetzt die neue Teilzielnummer � tr�agt� Die Methodik des nat�urlichen Schlie�ens sieht
hier vor� das Ziel f�ur ein beliebiges� aber festes u zu beweisen und die Pr�amisse der Implikation
in den Annahmenkontext zu �ubernehmen� Dieser schrittweise Aufbau des Annahmenkontex�
tes k�onnte durch einzelne Anwendung der Regeln
allI �

V
x� �P�x�����x� �P�x�

impI ��P���Q����P� �Q

erreicht werden� Isabelle bietet hier aber bereits die Taktik strip�tac an� die diese Regeln
je nach Bedarf mehrmals anwendet�
� by �strip�tac ���

��
V
u� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c� range�Y� �j u����c v u

An dieser Stelle m�ussen wir jetzt die existenzielle Aussage im Annahmenkontext ausn�utzen�
Dies geschieht durch Anwendung der Existenzelimination
�� �x� �P�x��

V
x� �P�x����Q�����Q

� by �res�inst�tac ���P����i�Y�i��c��	 exE ���

wobei wir die Instantiierung fest vorgegeben haben� Wir erhalten�
��

V
u� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c� range�Y� �j u����

�x� Y�x� � c

��
V
u x� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c� range�Y� �j u�

Y�x� � c����c v u

Die explizite Instantiierung mittels res�inst�tac w�are hier nicht n�otig gewesen� wenn wir
die Isabelle�Taktik �etac� verwendet h�atten� So m�ussen wir das erste Teilziel explizit per
Annahme beweisen� Das verbleibende Teilziel erh�alt die Nummer ��
� by �atac ���

��
V
u x� �� is�chain�Y�� �i� Y�i� � c� �i� Y�i� v c� range�Y� �j u�

Y�x� � c����c v u

Laut Annahme ist Y�x� � c f�ur einen beliebigen aber festen Index x� Per Gleichungslogik
d�urfen wir demnach �uberall die Konstante c durch den Term Y�x� ersetzen� Dies geschieht
durch Anwendung einer speziellen Substitutionstaktik�
� by �hyp�subst�tac ���

��
V
u x� �� range�Y� �j u� �i� Y�i� v Y�x�� �i� Y�i� � Y�x��

is�chain�Y�����Y�x� v u
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Wir kombinieren nun die beiden Regeln
ub�rangeE range��S� �j �x���i� �S�i� v �x

spec �x� �P�x����P��x�

durch Vorw�artsresolution RS und erhalten die neue Regel�
�ub�rangeE RS spec� range��S�� �j �x����S���x� v �x�

Eine Anwendung dieser Regel auf unser Beweisziel mit anschlie�endem Beweis per Annahme
l�ost dann das Beweisziel vollst�andig�
� by �etac �ub�rangeE RS spec� ���

No subgoals

������� Beweis f�ur das Theorem lub const

Wir beginnen� indem wir uns das Hauptbeweisziel vorgeben�
� val prems � goal Porder�thy �range��x�c��j c��

Das aktuelle Beweisziel ist nun�
�� range��x� c��j c

Wir entfalten die De�nition von �j mit der Regel
�S �j �x � ��u� �S �j u� �x v u����S�j �x

� by �rtac is�lubI ���

und erhalten�
�� range��x� c� �j c � ��u� range��x� c� �j u� c v u�

Der n�achste Schritt ist kanonisch vorgegeben und spaltet das Ziel in zwei kleinere auf�
� by �rtac conjI ���

�� range��x� c� �j c
�� �u� range��x� c� �j u� c v u

Wir l�osen zuerst das erste Teilziel� Da das zweite Ziel sich hierbei nicht �andert� werde ich es
im n�achsten Schritt nicht mehr wiederholen� Mittels der Regel
�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x

� by �rtac ub�rangeI ���

reduzieren wir das erste Ziel auf�
�� �i� c v c

Dies l�a�t sich nach Beseitigung des Quantors trivial per Re�exivit�at l�osen�
� by �strip�tac ���

� by �rtac refl�less ���

Das verbleibende Teilziel erh�alt nun die Nummer � und lautet�
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�� �u� range��x� c� �j u� c v u

Durch Anwendung der Taktik strip�tac erzeugen wir uns den n�otigen Annahmenkontext�
Das Ziel reduziert sich zu�
� by �strip�tac ���

��
V
u� range��x� c� �j u��c v u

Durch Kombination der beiden Regeln
ub�rangeE range��S� �j �x���i� �S�i� v �x

spec �x� �P�x����P��x�

erhalten wir aber�
�ub�rangeE RS spec� range��S�� �j �x����S���x� v �x�

womit sich das aktuelle Teilziel einfach l�osen l�a�t�
� by �etac �ub�rangeE RS spec� ���

No subgoals

��� Die Klasse pcpo

Dieser Abschnitt beschreibt die Theorie Pcpo� in der die Klasse pcpo �pointed complete par�
tial order� der ��kettenvollst�andigen Ordnungen mit kleinstem Element eingef�uhrt wird� Der
Prototyp dieser Klasse ist wieder der Typ void� f�ur den in der Theorie Porder durch die Theo�
reme minimal�void und cpo�void gezeigt wurde� da� er die charakteristischen Eigenschaften
der Klasse pcpo erf�ullt� Somit handelt es sich um eine konservative Theorieerweiterung�

����� Die Theorie Pcpo

Die Theorie Pcpo ist in Abbildung ��
 dargestellt� Die einzige charakteristische Konstante der
Klasse pcpo ist das Symbol ����pcpo� Das charakteristische Axiom minimal besagt� da� � in
jedem pcpo�Typ das kleinste Element ist� Das zweite charakteristische Axiom cpo der Klasse
pcpo fordert� da� jede Kette in einem pcpo�Typ eine kleinste obere Schranke hat� Die explizite
Typisierung x���pcpo ist hierbei unbedingt erforderlich� da die automatische Typinferenz sonst
die Typisierung x���po berechnen w�urde� was zu allgemein w�are� Die Kettenvollst�andigkeit
soll nur f�ur pcpo�Typen gefordert werden und nicht f�ur po�Typen�

Die Existenz eines kleinsten Elements mu� hier explizit gefordert werden� da es keine Kette
gibt� deren Bild die leere Menge ist� Somit kann aus der Kettenvollst�andigkeit nicht die
Existenz eines kleinsten Elements gefolgert werden�
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Pcpo � Porder 

classes pcpo 
 po

arities void��pcpo

consts

��� �pcpo

rules

minimal � v x

cpo is�chain�S����x� range�S��j x���pcpo

inst�void�pcpo ����void� � ��void

end

Abbildung ��
� Theorie Pcpo

Das Instanzaxiom inst�void�pcpo legt fest� da� die void�Instanz der charakteristischen
Konstante � durch die Konstante ��void gegeben ist� Dieses Axiom wird� wie auch die
Arit�atsvereinbarung void��pcpo� durch die Theoreme minimal�void und cpo�void gerecht�
fertigt�

����� Theoreme der Theorie Pcpo

Die Theoreme der Theorie Pcpo sind in Abbildung ���	 dargestellt�

thelubE �� is�chain�S�� lub�range�S�� � l���pcpo��
��range�S��j l

is�ub�thelub is�chain�S����S��x� v lub�range�S���

is�lub�thelub �� is�chain�S��� range�S�� �j x���
��lub�range�S���v x�

lub�mono �� is�chain�C���nat� �pcpo��is�chain�C���
�k� C��k� v C��k���
��lub�range�C���v lub�range�C���

lub�equal �� is�chain�C���nat� �pcpo��is�chain�C���
�k�C��k��C��k�����lub�range�C����lub�range�C���

lub�mono� �� �j��i� j
i� X�i��nat��Y�i��
is�chain�X��nat� �pcpo��is�chain�Y���
��lub�range�X��v lub�range�Y��
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lub�equal� �� �j��i� j
i� X�i��Y�i��

is�chain�X��nat� �pcpo��is�chain�Y���
��lub�range�X���lub�range�Y��

lub�mono� �� is�chain�Y��nat� �pcpo��is�chain�X��

�i� �j� Y�i� v X�j���
��lub�range�Y��v lub�range�X��

eq���iff �x�����x v ��
��I x v ���x � �
not��I �� x v y� �x�������y��
not�less�not�eq �x v y���x�y

chain���I �� is�chain�Y��lub�range�Y���������i�Y�i���
chain���I�inverse �i�Y�i��nat�����lub�range�Y��nat� �pcpo����
chain���I�inverse� �lub�range�Y��nat� �pcpo�������i��Y�i���

chain�mono� �� �j��Y�j����is�chain�Y��nat� �pcpo���
���j��i�j
i� �Y�i���

unique�void� x��void��

Abbildung ���	� Theoreme der Theorie Pcpo

Gleich das erste Theorem thelubE demonstriert� wie durch den Einsatz von Typklassen die
Notation knapp und �ubersichtlich gehalten werden kann� Das Theorem gilt nur f�ur pcpo�
Typen� da im Beweis das charakteristische Axiom cpo der Klasse pcpo benutzt werden mu��
Weil jede Kette in einem pcpo�Typ gem�a� Axiom cpo eine kleinste obere Schranke hat� kann
man aufgrund der Eindeutigkeit folgern� da� diese durch den Term lub�range�S�� bezeichnet
wird� Diese Schlu�weise w�are mit der Typisierung l���po nicht m�oglich gewesen�

Die Verwendung der funktionalen Schreibweise mittels lub entspricht der g�angigen Nota�
tion in der Literatur� Durch Verwendung der Theoreme thelubE und thelubI kann leicht
zwischen der funktionalen und der pr�adikativen Schreibweise mittels �j hin und her konver�
tiert werden� Die wesentliche Rechtfertigung f�ur die zus�atzliche Einf�uhrung der funktionalen
Schreibweise mittels lub ist durch die Eigenschaften der Relationen � und v gegeben� Beide
Relationen sind transitiv und besitzen Kongruenz� und Extensionalit�atseigenschaften bzgl�
geeigneter Abstraktions� bzw� Applikationsmechanismen� Diese Eigenschaften erlauben es�
Gleichungsketten bzw� Ungleichungsketten in Beweisen zu bilden� d�h� sie erlauben den Ein�
satz von allgemeinen Termrewriting�Techniken� In diesem Zusammenhang ist die funktionale
Schreibweise mittels lub vorteilhafter�
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����� Beweise f�ur ausgesuchte Theoreme

In diesem Abschnitt m�ochte ich exemplarisch f�ur die Theorie Pcpo die Beweise der Theoreme
lub�mono� lub�mono� und chain���I vorf�uhren�

������� Beweis f�ur das Theorem lub mono

Wir erzeugen das initiale Beweisziel mittels
val prems � goal Pcpo�thy

��� is�chain�C���nat� �pcpo��is�chain�C��� �k� C��k� v C��k���
��lub�range�C��� v lub�range�C�����

� by �cut�facts�tac prems ���

und erhalten�
�� �� is�chain�C��� is�chain�C��� �k� C��k� v C��k�����

lub�range�C��� v lub�range�C���

Die explizite Typisierung �C���nat� �pcpo� ist hier wieder notwendig� da das Theorem nur
mit dieser Beschr�ankung der Polymorphie g�ultig ist� Sie wird im folgenden zwar nicht mehr
angezeigt� ist aber intern weiter vorhanden� Zuerst n�utzen wir aus� da� lub�range�C��� die
kleinste obere Schranke der Kette C� ist� Dies geschieht durch die Regel
�� is�chain��S��� range��S�� �j �x�����lub�range��S��� v �x�

� by �etac is�lub�thelub ���

die wir mit einem anschlie�enden Beweis per Annahme �etac� kombinieren� So steuern wir
gezielt die Uni�kation des Systems� Als neues Beweisziel erhalten wir�
�� �� is�chain�C��� �k� C��k� v C��k�����range�C�� �j lub�range�C���

Um nachzuweisen� da� lub�range�C��� eine obere Schranke der Kette C� ist� gen�ugt es zu
zeigen� da� lub�range�C��� st�arker als jedes Kettenglied ist� Hierzu verwenden wir die Regel
�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x

� by �rtac ub�rangeI ���

und erhalten als neues Ziel�
�� �� is�chain�C��� �k� C��k� v C��k������i� C��i� v lub�range�C���

Der n�achste Schritt ist kanonisch durch die Beweismethodik des nat�urlichen Schlie�ens vor�
gegeben� Es reicht� die Aussage f�ur ein beliebiges� aber festes i zu zeigen� Wir verwenden
�
V
x� �P�x�����x� �P�x�

� by �rtac allI ���

und erhalten�
��

V
i� �� is�chain�C��� �k� C��k� v C��k�����C��i� v lub�range�C���

Nun setzen wir die restlichen Annahmen im Kontext ein� Dies wird durch die Anwendung
der Transitivit�atsregel trans�less vorbereitet�
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�� �x v �y� �y v �z�����x v �z

� by �rtac trans�less ���

��
V
i� �� is�chain�C��� �k� C��k� v C��k�����C��i� v �y���i�

��
V
i� �� is�chain�C��� �k� C��k� v C��k������y���i� v lub�range�C���

Wir erhalten zwei Teilziele� in denen der noch genauer zu bestimmende Term �y���i� vor�
kommt� der von der Variablen i abh�angen darf� Die Annahme �k� C��k� v C��k� legt nahe�
hierf�ur den Term C��i� zu w�ahlen� Wir l�osen zuerst das erste Teilziel� Durch Verwendung
der Eliminationsresolution �etac�� d�h� Resolution mit anschlie�endem Beweis per Annahme�
im Zusammenhang mit der Regel
�x� �P�x����P��x�

� by �etac spec ���

steuern wir die Uni�kation in die gew�unschte Richtung� Die Anwendung von �etac� f�uhrt nur
dann zum Erfolg� wenn das erste neu entstehende Teilziel per Annahme l�osbar ist� Hierdurch
scheiden viele Uni�katoren aus� die man bei alleiniger Verwendung der einfachen Resolu�
tion �rtac� erhalten w�urde� Durch Anwendung von �etac spec �� wird das erste Teilziel
vollst�andig gel�ost� und es verbleibt das Ziel�
��

V
i� �� is�chain�C��� �k� C��k� v C��k�����C��i� v lub�range�C���

Dieses l�a�t sich aber leicht unter Verwendung der Regel
is�chain��S�����S���x� v lub�range��S���

� by �etac is�ub�thelub ���

mittels Eliminationsresolution l�osen�

������� Beweis f�ur das Theorem lub mono�

Dieses Theorem unterscheidet sich von lub�mono dadurch� da� die Majoranteneigenschaft�
die die beiden Ketten in Beziehung setzt� schw�acher ist� Wir erzeugen das initiale Beweisziel
mittels
val prems � goal Pcpo�thy

��� is�chain�Y��nat� �pcpo��is�chain�X�� �i� �j� Y�i� v X�j���
��lub�range�Y��v lub�range�X����

� by �cut�facts�tac prems ���

und erhalten�
�� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� �i� �j� Y�i� v X�j�����

lub�range�Y�� v lub�range�X��

Die kleinste obere Schranke ist kleiner als jede andere obere Schranke� Anwendung der Regel
�� is�chain��S��� range��S�� �j �x�����lub�range��S��� v �x�

� by �etac is�lub�thelub ���
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mittels Eliminationsresolution liefert�
�� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� �i� �j� Y�i� v X�j�����

range�Y� �j lub�range�X��

Der n�achste Schritt entfaltet die De�nition f�ur obere Schranken� Mittels
�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x

� by �rtac ub�rangeI ���

erhalten wir�
�� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� �i� �j� Y�i� v X�j�����

�i� Y�i� v lub�range�X��

Der n�achste Schritt ist durch die Methodik des nat�urlichen Schlie�en vorgegeben� Es reicht�
die Behauptung f�ur ein beliebiges� aber festes i zu zeigen�
� by �strip�tac ���

��
V
i� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� �i� �j� Y�i� v X�j�����

Y�i� v lub�range�X��

Nun n�utzen wir die Majoranteneigenschaft im Kontext aus� Zuerst erfolgt die Spezialisierung
der Pr�amisse mittels
�� �x� �P�x�� �P��x����R�����R

� by �etac allE ���

Die vorher universell quanti�zierte Variable i wird hiermit durch einen noch genauer festzu�
legenden Term �i���i� ersetzt� Die Eliminationsresolution l�ost das erste neue Teilziel und
wir erhalten�
��

V
i� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� �j� Y��i���i�� v X�j�����

Y�i� v lub�range�X��

Als n�achstes benutzen wir die Existenzaussage in der Pr�amisse mit Hilfe der Existenzelimi�
nationsregel
�� �x� �P�x��

V
x� �P�x����Q�����Q

� by �etac exE ���

Wir erhalten das neue Teilziel�
��

V
i j� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� Y��i���i�� v X�j�����

Y�i� v lub�range�X��

indem die Behauptung nun f�ur ein beliebiges� aber festes j zu zeigen ist� Diese Eigenvaria�
blenbedingung resultiert aus der Elimation des Existenzquantors� Die kleinste obere Schranke
lub�range�X�� ist sicher st�arker als alle Glieder X�j� der Kette� Als Vorbereitung f�ur diese
Argumentation verwenden wir die Transitivit�atsregel�
�� �x v �y� �y v �z�����x v �z

� by �rtac trans�less ���

Dadurch wird ein noch genauer zu bestimmender Term �y���i� j� eingef�uhrt� der von den
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Variablen i und j abh�angen darf� Wir erhalten zwei neue Teilziele�
��

V
i j� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� Y��i���i�� v X�j�����

Y�i� v �y���i� j�

��
V
i j� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� Y��i���i�� v X�j�����

�y���i� j� v lub�range�X��

F�ur das zweite Teilziel verwenden wir nun die Eigenschaft der kleinsten oberen Schranke
is�chain��S�����S���x� v lub�range��S���

� by �etac is�ub�thelub ���

wobei wir das daraus entstehende Teilziel is�chain�X� gleich per Annahme l�osen k�onnen�
Es verbleibt das Teilziel�
��

V
i j� �� is�chain�Y�� is�chain�X�� Y��i���i�� v X�j�����

Y�i� v X��x���i� j��

mit dem noch unbestimmten Term �x���i� j�� Da die beiden Terme Y��i���i�� v X�j�

und Y�i� v X��x���i� j�� uni�ziert werden k�onnen� wird dieses Ziel durch einfachen Beweis
per Annahme gel�ost�
� by �atac ���

No subgoals

������� Beweis f�ur das Theorem chain � I

Wir erzeugen das initiale Beweisziel mittels�
� val prems � goal Pcpo�thy

��� is�chain�Y��lub�range�Y���������i�Y�i�����
� by �cut�facts�tac prems ���

und erhalten�
�� �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � ������i� Y�i� � �

Es reicht� die Aussage f�ur ein beliebiges� aber festes i zu zeigen�
� by �rtac allI ���

��
V
i� �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � �����Y�i� � �

Durch Verwendung der Antisymmetrie
�� �x v �y� �y v �x�����x � �y

� by �rtac antisym�less ���
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erhalten wir zwei neue Teilziele�
��

V
i� �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � �����Y�i� v �

��
V
i� �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � ������ v Y�i�

von denen das zweite trivial per
� v �x

� by �rtac minimal ���

gel�ost werden kann� Es verbleibt�
��

V
i� �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � �����Y�i� v �

Nun ersetzen wir die Konstante � durch den Term lub�range�Y��� was aufgrund der An�
nahme m�oglich ist�
� by �res�inst�tac ���t������	 subst ���

� by �atac ���

Als neues Teilziel erhalten wir
��

V
i� �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � �����Y�i� v lub�range�Y��

welches aber trivial mittels
is�chain��S�����S���x� v lub�range��S���

� by �etac is�ub�thelub ���

gel�ost werden kann�

��� Theorien f�ur den vollen Funktionenraum

Durch die Theorien Porder� und Pcpo wurde die Logik h�oherer Stufe HOLC um die Klassen
po und pcpo erweitert� Au�er dem Prototypen void ist bisher kein Typ bekannt� der in einer
der beiden Klassen liegt� Im folgenden werden f�ur verschiedene Typen Ordnungen de�niert
und entsprechende Eigenschaften dieser Ordnungen abgeleitet� die es erlauben� die Typen
mit den zugeh�origen Instantiierungen den Klassen zuzuordnen� Aufgrund der konservativen
Erweiterungsmethodik geschieht dies f�ur jeden Typkonstruktor in mehreren Schritten�

Dieser Abschnitt befa�t sich mit dem Typkonstruktor � f�ur den vollen Funktionenraum�

��	�� Die Theorie Fun�

In der Theorie Fun� wird eine Ordnung less�fun f�ur den vollen Funktionenraum �uber par�
tiell geordneten Typen �Typen in Klasse po� de�niert� Die Theorie ist in Abbildung ����
dargestellt� Es handelt sich hierbei um die �ubliche punktweise Ordnung�

Um die Ordnung de�nieren zu k�onnen� mu� nur der Bildbereich partiell geordnet sein� Man
beachte in diesem Zusammenhang den Typ der Konstanten less�fun� Die Typvariable �po
wird explizit getypt� w�ahrend die Typvariable � durch den default�Mechanismus die Typi�
sierung �term erh�alt� Die default Klasse ist nach wie vor die Klasse term�
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Fun� � Pcpo 

consts less�fun �� ��� �po��� �	� bool

rules

less�fun�def less�fun�f��f��� �x� f��x� v f��x�

end

Abbildung ����� Theorie Fun�

In der De�nition less�fun�def kann aufgrund der Typisierung �po das polymorphe Ord�
nungssymbol v f�ur die Ordnung auf dem Bildbereich verwendet werden� Hier zeigen sich
wieder die notationellen Vorteile der Logik mit Typklassen�

��	�� Theoreme der Theorie Fun�

Die Funktion less�fun hat die Eigenschaften einer partiellen Ordnungsrelation� Die dies�
bez�uglichen Theoreme� deren Beweise o�ensichtlich sind� sind in Abbildung ���� dargestellt�

refl�less�fun less�fun�f�f�

antisym�less�fun �� less�fun�f��f��� less�fun�f��f������f� � f�

trans�less�fun �� less�fun�f��f��� less�fun�f��f������less�fun�f��f��

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Fun�

��	�� Die Theorie Fun�

Die Theoreme refl�less�fun� antisym�less�fun und trans�less�fun rechtfertigen die
Arit�atsvereinbarung fun���term�po�po� F�ur den In�x�Typkonstruktor � ist bekanntlich
auch die Schreibweise fun erlaubt� Die Theorie Fun� ist in Abbildung ���� dargestellt�

Fun� � Fun� 

arities fun �� �term�po�po

consts ��fun �� �term � �pcpo

rules

inst�fun�po � v ����� �po��� �po 	� bool� � less�fun

��fun�def ��fun � ��x���
end

Abbildung ����� Theorie Fun�
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Neben der konservativen Erweiterung durch die Arit�atsvereinbarung fun���term�po�po wird
auch gleich eine Konstante f�ur die bzgl� der Ordnung less�fun kleinste Funktion im Funk�
tionenraum eingef�uhrt� Da� es sich bei ��fun tats�achlich um die kleinste Funktion handelt�
mu� nat�urlich erst noch bewiesen werden�

��	�� Theoreme der Theorie Fun�

Die Theoreme der Theorie Fun� sind in Abbildung ���� dargestellt� Die wichtigsten Theo�
reme sind minimal�fun und cpo�fun� die zeigen� da� es eine kleinste Funktion gibt� und da�
die Ordnung less�fun kettenvollst�andig ist� Das Theorem less�fun erlaubt eine sch�onere
Schreibweise f�ur die Ordnung auf den Funktionen� Die Theoreme ch�ch�fun und ub�ub�fun

zeigen� wie sich Ketten und obere Schranken von Funktionen fortp�anzen� Das zentrale Hilfs�
theorem f�ur den Beweis von cpo�fun ist das Theorem lub�fun� dessen Beweis im Abschnitt
����� vorgef�uhrt wird�

minimal�fun ��fun v f

less�fun �f� v f�� � ��x� f��x� v f��x��

ch�ch�fun is�chain�S��nat� ��term � �po��

��is�chain��i�S�i��x��

ub�ub�fun range�S��nat� ��term � �po�� �j u
��range��i� S�i�x�� �j u�x�

lub�fun is�chain�S��nat� ��term � �pcpo��

��range�S��j ��x�lub�range��i�S�i��x����

thelub�fun is�chain�S��

��lub�range�S��� � ��x� lub�range��i� S��i�x����

cpo�fun is�chain�S��nat� ��term � �pcpo��
���x� range�S��j x

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Fun�

��	�	 Beweise f�ur ausgesuchte Theoreme

In diesem Abschnitt wird nur der Beweis f�ur das Theorem lub�fun dargestellt� Die Beweis�
idee ist �All��� entnommen� Es ist wichtig� da� das Theorem lub�fun vor dem Theorem
thelub�fun bewiesen wird� da dieses nur gezeigt werden kann� wenn die Existenz einer klein�
sten oberen Schranke bereits gesichert ist� Das Theorem thelub�fun ist eine notationelle
Variante des Theorems lub�fun� die besser f�ur Gleichungsbeweise geeignet ist� Aus dem
Theorem lub�fun folgt dann trivial das Theorem cpo�fun� da ein konkreter Zeuge f�ur die
Existenzaussage zur Verf�ugung steht�
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������� Beweis f�ur das Theorem lub fun

Wir erzeugen das initiale Beweisziel mittels
val prems � goal Fun��thy

�is�chain�S��nat� ��term � �pcpo����
range�S��j ��x�lub�range��i�S�i��x������

� by �cut�facts�tac prems ���

und erhalten�
�� is�chain�S���range�S��j ��x� lub�range��i� S�i� x����

Die explizite Typisierung beim Erzeugen des Beweisziels ist wichtig� um den Grad der Poly�
morphie geeignet zu beschr�anken� Wir entfalten die De�nition f�ur kleinste obere Schranken
mit der Regel
�S �j �x � ��u� �S �j u� �x v u����S�j �x

� by �rtac is�lubI ���

�� is�chain�S���
range�S� �j ��x� lub�range��i� S�i� x���� �
��u� range�S� �j u� ��x� lub�range��i� S�i� x���� v u�

Als n�achstes brechen wir das Ziel in zwei kleinere Beweisziele auf� Wir verwenden
�� �P� �Q�����P � �Q

� by �rtac conjI ���

und erhalten die beiden Teilziele�
�� is�chain�S���range�S� �j ��x� lub�range��i� S�i� x����

�� is�chain�S����u� range�S� �j u� ��x� lub�range��i� S�i� x���� v u

Zun�achst l�osen wir das erste Teilziel� Das zweite Teilziel wird im folgenden erst wieder dar�
gestellt� wenn das erste Teilziel vollst�andig abgearbeitet ist� Wie entfalten die De�nition f�ur
obere Schranken mittels
�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x

� by �rtac ub�rangeI ���

�� is�chain�S����i� S�i� v ��x� lub�range��i� S�i� x����

Es gen�ugt� die Behauptung f�ur ein beliebiges� aber festes i zu zeigen� Wie verwenden
�
V
x� �P�x�����x� �P�x�

� by �rtac allI ���

��
V
i� is�chain�S���S�i� v ��x� lub�range��i� S�i� x����

Nun setzen wir die Ordnung f�ur Funktionen geeignet ein� Zwei Funktionen be�nden sich in
Ordnungsrelation� wenn ihre Anwendungen punktweise in Relation stehen� Eine Kombination
der Regeln
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less�fun �f��� v �f��� � ��x� �f����x� v �f����x��

ssubst �� �t � �s� �P��s������P��t�

durch Resolution �RS� ergibt die Regel
�P��x� �f����x� v �f����x�����P��f��� v �f����

� by �rtac �less�fun RS ssubst� ���

Die Anwendung dieser kombinierten Regel f�uhrt zum neuen Beweisziel�
��

V
i� is�chain�S����x� S�i� x� v lub�range��i� S�i� x���

Der n�achste Schritt ist kanonisch vorgegeben� Es reicht� die Behauptung f�ur ein beliebiges�
aber festes x zu zeigen�
� by �rtac allI ���

��
V
i x� is�chain�S���S�i� x� v lub�range��i� S�i� x���

Wir benutzen die Tatsache� da� kleinste obere Schranken insbesondere auch obere Schranken
sind� Durch Anwendung der Regel
is�chain��S�����S���x� v lub�range��S���

� by �rtac is�ub�thelub ���

reduziert sich unser Beweisziel zu�
��

V
i x� is�chain�S���is�chain��i� S�i� x��

Dieses l�osen wir vollst�andig durch Eliminationsresolution mit dem Theorem
is�chain��S���is�chain��i� �S�i� �x��

� by �etac ch�ch�fun ���

Nun k�onnen wir uns dem zweiten Teilziel zuwenden� das wir vorher zur�uckgestellt haben� Es
lautet�
�� is�chain�S����u� range�S� �j u� ��x� lub�range��i� S�i� x���� v u

Es reicht� die Aussage f�ur ein beliebiges� aber festes u zu zeigen� Au�erdem nehmen wir die
Pr�amisse der zu zeigenden Implikationsformel in den Annahmenkontext auf� Dies geschieht
durch Verwendung der Taktik
� by �strip�tac ���

Wir erhalten das neue Ziel�
��

V
u� �� is�chain�S�� range�S� �j u������x� lub�range��i� S�i� x���� v u

Wie vorhin verwenden wir die Ordnung auf dem Funktionenraum mittels der kombinierten
Regel
�P��x� �f����x� v �f����x�����P��f��� v �f����

� by �rtac �less�fun RS ssubst� ���

Dies ergibt als neues Teilziel�



��� Theorien f�ur den vollen Funktionenraum ���

��
V
u� �� is�chain�S�� range�S� �j u����

�x� lub�range��i� S�i� x��� v u�x�

Es gen�ugt� die Aussage f�ur ein beliebiges� aber festes x zu zeigen� Anwendung der Regel
�
V
x� �P�x�����x� �P�x�

� by �rtac allI ���

liefert�
��

V
u x� �� is�chain�S�� range�S� �j u����lub�range��i� S�i� x��� v u�x�

Im Unterschied zum vorhergehenden Fall n�utzen wir diesmal aus� da�
lub�range��i� S�i� x��� die kleinste obere Schranke ist�
�� is�chain��S��� range��S�� �j �x�����lub�range��S��� v �x�

� by �rtac is�lub�thelub ���

Wir erhalten zwei neue Teilziele�
��

V
u x� �� is�chain�S�� range�S� �j u����is�chain��i� S�i� x��

��
V
u x� �� is�chain�S�� range�S� �j u����range��i� S�i� x�� �j u�x�

Beide Ziele lassen sich trivial durch Anwendung der Theoreme
ch�ch�fun is�chain��S���is�chain��i� �S�i� �x��

ub�ub�fun range��S� �j �u��range��i� �S�i� �x�� �j �u��x�

l�osen�
� by �etac ch�ch�fun ���

� by �etac ub�ub�fun ���

No subgoals

��	�� Die Theorie Fun�

Die beiden Theoreme minimal�fun und cpo�fun der Theorie Fun� erlauben die konservative
Erweiterung durch die Arit�atsvereinbarung fun���term�pcpo�pcpo� Diese wird in der Theorie
Fun�� die in Abbildung ���� dargestellt ist� vorgenommen� Sie besagt� da� der Raum der vollen
Funktionen eine pcpo�Struktur hat� wenn der Bildbereich eine pcpo�Struktur aufweist� F�ur
die Theorie Fun� wurden keine Theoreme bewiesen�

Fun� � Fun� 

arities fun �� �term�pcpo�pcpo

rules

inst�fun�pcpo ����� �pcpo � ��fun

end

Abbildung ����� Theorie Fun�
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��� Theorie der stetigen Funktionen Cont

In diesem Abschnitt werden die Mengen der monotonen und stetigen Funktionen durch Pr�adi�
kate �uber dem vollen Funktionenraum ausgezeichnet�

����� Die Theorie Cont

Die Theorie Cont f�uhrt die Begri�e der monotonen und stetigen Funktionen ein� Die Theorie
ist in Abbildung ���� abgebildet� Um in den folgenden Theorien unn�otige Schreibarbeit zu
sparen� wird als default�Klasse die Klasse pcpo vereinbart� Wenn also eine Typvariable ohne
explizite Angabe der Klasse verwendet wird� dann ist automatisch die Klasse pcpo gemeint�
Diese default�Einstellung bleibt f�ur den Rest der Entwicklung von HOLCF bestehen�

Cont � Fun� 

default pcpo

consts

monofun �� ��po � �po�� bool

contlub �� ��� ��� bool

contX �� ��� ��� bool

rules

monofun monofun�f� � �x y� x v y� f�x� v f�y�

contlub contlub�f� � �Y� is�chain�Y��
f�lub�range�Y��� � lub�range��i�f�Y�i����

contX contX�f� � �Y� is�chain�Y��
range��i�f�Y�i����j f�lub�range�Y���

end

Abbildung ����� Theorie Cont

F�ur Funktionen auf Typen der Klasse po wird das Pr�adikat monofun f�ur monotone Funktionen
de�niert� F�ur Funktionen auf Typen der Klasse pcpo werden die beiden Pr�adikate contlub
und contX eingef�uhrt� Das Pr�adikat contlub formuliert� unter Verwendung der funktiona�
len Schreibweise mittels lub� die bekannte Vertauschung der Funktionsanwendung und der
Bildung der kleinsten oberen Schranke� Auch hier f�uhrt die Verwendung von Typklassen zu
einer eleganteren Notation� denn ohne Typklassen m�ussten alle De�nitionen mit Pr�amissen
versehen werden� die die Ordnungsrelation auf den polymorphen Typen beschreiben� Dadurch
w�urden aber die Lesbarkeit und die Benutzbarkeit der Formalisierung leiden�
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Eine Funktion f wird �ublicherweise als �ketten��stetig bezeichnet� wenn sie sowohl das Pr�adi�
kat monofun� als auch das Pr�adikat contlub erf�ullt� Interessanterweise f�uhrt die alleinige
Verwendung des Pr�adikats contX zu einer �aquivalenten Formulierung der Stetigkeit� Die�
ser Ansatz wird zum Beispiel in �Sto��� verfolgt� In der De�nition von contX wird anstatt
der funktionalen Schreibweise mittels lub das Pr�adikat �j verwendet� Hierdurch wird be�
reits gefordert� da� f�lub�range�Y��� die kleinste obere Schranke von range��i�f�Y�i���

ist�� w�ahrend in der De�nition von contlub die Vertauschbarkeit zwar gegeben ist� aber
nicht garantiert wird� da� f�lub�range�Y��� wirklich die kleinste obere Schranke von
range��i�f�Y�i��� ist� Um diese Eigenschaft nachzuweisen� mu� zus�atzlich die Monoto�
nie der Funktion f gefordert werden�

An diesem Beispiel wird der subtile Unterschied zwischen der funktionalen Schreibweise mit�
tels lub und der pr�adikativen Schreibweise mittels �j deutlich� Der Unterschied resultiert
im Ende�ekt aus der folgenden Eigenschaft des Kennzeichnungsoperators

select�equality �� P�a��
V
x� P�x���x�a�����
x� P�x��� a

deren Umkehrung leider falsch ist� Aus �
x� P�x��� a kann nicht P�a� gefolgert werden�

An dieser Stelle m�ochte ich noch einmal auf die De�nition des Kettenbegri�s aus Theorie
Porder zur�uckkommen� W�urde man Ketten so de�nieren� da� auch die leere Menge eine Kette
ist� dann m�u�te bei der De�nition des Stetigkeitsbegri�s die leere Kette ausgenommen werden�
Andernfalls k�onnte aus der Stetigkeit einer Funktion sofort auf deren Striktheit geschlossen
werden� da die kleinste obere Schranke der leeren Menge das jeweils kleinste Element im
Bereich ist�� Bei der hier verwendeten De�nition f�ur Ketten mittels der abz�ahlenden Funktion
kann dies aber nicht vorkommen� da das Bild einer totalen Funktion von den nat�urlichen
Zahlen in den jeweiligen Bereich stets nicht leer ist�

����� Theoreme der Theorie Cont

Die Monotonie und Stetigkeit von Funktionen sind von zentraler Bedeutung f�ur die Ent�
wicklung von HOLCF� Aus diesem Grund wurden in der Theorie Cont eine Vielzahl von
Theoremen abgeleitet� Zur besseren �Ubersicht habe ich die Theoreme in den Abbildungen
���� bis ���	 getrennt dargestellt�

Die meisten Theoreme haben den Charakter von Hilfstheoremen� die die Beweise in sp�ateren
Theorien erleichtern� Nichtsdestoweniger waren gerade die Beweise f�ur diese Hilfstheoreme
bisweilen schwieriger zu f�uhren� als die Beweise f�ur die eigentlichen Theoreme� Aus diesem
Grund habe ich sie auch alle aufgelistet�

�das X in contX steht f�ur die zus�atzliche Existenzaussage�
�der Hinweis auf diese Tatsache stammt von Bernhard M�oller�
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contlubI �Y� is�chain�Y�� f�lub�range�Y��� � lub�range��i� f�Y�i����

��contlub�f�

contlubE contlub�f���
�Y� is�chain�Y�� f�lub�range�Y��� � lub�range��i� f�Y�i����

contXI �Y� is�chain�Y�� range��i�f�Y�i����j f�lub�range�Y���
��contX�f�

contXE contX�f���
�Y� is�chain�Y�� range��i�f�Y�i����j f�lub�range�Y���

monofunI �x y� x v y� f�x� v f�y���monofun�f�

monofunE monofun�f����x y� x v y� f�x� v f�y�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Cont � Teil �

In Abbildung ���� sind Theoreme von eher trivialer Natur dargestellt� Sie erlauben lediglich
den besseren Zugang zu den De�nitionen der Theorie Cont und bed�urfen keiner n�aheren
Erl�auterung�

ch�ch�monofun �� monofun�f�� is�chain�Y�����is�chain��i� f�Y�i���

ub�ub�monofun �� monofun�f�� range�Y� �j u��
��range��i�f�Y�i��� �j f�u�

monocontlub�contX �� monofun�f��contlub�f�����contX�f�

binchain�contX �� contX�f�� x v y��
��range��i� f�if�i � ��x�y����j f�y�

contX�mono contX�f���monofun�f�

contX�contlub contX�f���contlub�f�

ch�ch�MF�L �� monofun�MF�����po� �po � �po��� is�chain�F���
��is�chain��i� MF��F�i��x��

ch�ch�MF�R �� monofun�MF��f�����po� �po��� is�chain�Y���
��is�chain��i� MF��f�Y�i���

ch�ch�MF�LR �� monofun�MF�����po� �po � �pcpo���
�f�monofun�MF��f�����po� �pcpo���

is�chain�F�� is�chain�Y���
��is�chain��i� MF��F�i���Y�i���

ch�ch�lubMF�R �� monofun�MF�����po� �po � �pcpo���

�f�monofun�MF��f�����po� �pcpo���
is�chain�F��is�chain�Y���
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��is�chain��j� lub�range��i� MF��F�j��Y�i�����

ch�ch�lubMF�L �� monofun�MF�����po� �po � �pcpo���
�f�monofun�MF��f�����po� �pcpo���

is�chain�F��is�chain�Y���
��is�chain��i� lub�range��j� MF��F�j��Y�i�����

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Cont � Teil �

In Abbildung ���� sind vorwiegend Theoreme dargestellt� die die Fortp�anzung von Ketten
beschreiben� wenn monotone bzw� stetige Funktionen angewendet werden� Sie werden in
Beweisen f�ur Eigenschaften monotoner und stetiger Funktionen st�andig ben�otigt und kombi�
niert� da der Nachweis von Ketteneigenschaften einen wesentlichen Anteil an der Beweisarbeit
ausmacht� In der Abbildung sind aber auch die Theoreme monocontlub�contX� contX�mono
und contX�contlub aufgelistet� die den Zusammenhang zwischen den Pr�adikaten monofun�
contlub und contX zeigen�

lub�MF��mono �� monofun�MF�����po� �po � �pcpo���
�f�monofun�MF��f�����po� �pcpo���

is�chain�F���
��monofun��x�lub�range��j�MF��F�j��x����

ex�lubMF� �� monofun�MF�����po� �po � �pcpo���

�f�monofun�MF��f�����po� �pcpo���
is�chain�F�� is�chain�Y���
��
lub�range��j� lub�range��i� MF��F�j��Y�i������ �

lub�range��i� lub�range��j� MF��F�j��Y�i������

diag�lemma� �� contX�CF����f�contX�CF��f���is�chain�FY��is�chain�TY���
��is�chain��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i�����

diag�lemma� �� contX�CF���is�chain�FY�� is�chain�TY���
��is�chain��m� CF��FY�m�� TY�n��nat���

diag�lemma� �� �f�contX�CF��f���is�chain�FY�� is�chain�TY���
��is�chain��m� CF��FY�n�� TY�m���

diag�lemma� �� contX�CF����f�contX�CF��f���is�chain�FY�� is�chain�TY���
��is�chain��m� CF��FY�m�� TY�m���

diag�lubCF��� �� contX�CF����f�contX�CF��f���is�chain�FY��is�chain�TY���
��
lub�range��i� lub�range��j� CF��FY�j���TY�i������ �

lub�range��i� CF��FY�i���TY�i����
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diag�lubCF��� �� contX�CF����f�contX�CF��f���is�chain�FY��is�chain�TY���
��
lub�range��j� lub�range��i� CF��FY�j���TY�i������ �

lub�range��i� CF��FY�i���TY�i����

contlub�CF� �� contX�CF����f�contX�CF��f���is�chain�FY��is�chain�TY���
��
CF��lub�range�FY����lub�range�TY��� �

lub�range��i�CF��FY�i���TY�i����

Abbildung ���
� Theoreme der Theorie Cont � Teil �

Die Abbildung ���
 zeigt Theoreme �uber eine �zweistellige� Funktion�� die monoton bzw� stetig
in �beiden� Argumenten ist� Die Theoreme zeigen die Wirkung der Funktion auf kleinste
obere Schranken� Besonders erw�ahnen m�ochte ich die Theoreme ex�lubMF�� diag�lubCF����
diag�lubCF��� und contlub�CF��

monofun�fun�fun f� v f���f��x� v f��x�

monofun�fun�arg �� monofun�f�� x� v x�����f�x�� v f�x��

monofun�fun �� monofun�f��� monofun�f��� f� v f�� x� v x���
��f��x�� v f��x��

mono�mono�MF�L �� monofun�c������monofun��x� c��x�y��

contX�contX�CF�L �� contX�c������contX��x� c��x�y��

mono�mono�MF�L�rev �y�monofun��x�c��x�y����monofun�c��

contX�contX�CF�L�rev �y�contX��x�c��x�y����contX�c��

mono�mono�app �� monofun�ft���x�monofun�ft�x���monofun�tt���
��monofun��x��ft�x���tt�x���

contX�contlub�app �� contX�ft���x�contX�ft�x���contX�tt���
��contlub��x��ft�x���tt�x���

contX�contX�app �� contX�ft���x�contX�ft�x���contX�tt���
��contX��x��ft�x���tt�x���

contX�id contX��x�x�

contX�const contX��x�c�

Abbildung ���	� Theoreme der Theorie Cont � Teil �

Die Abbildung ���	 zeigt neben den �Kongruenz��Eigenschaften von monotonen Funktionen

�die Funktion wird hier in Curry�Schreibweise verwendet�
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insbesondere die Fortp�anzung der Monotonie und Stetigkeit unter ��Abstraktion und Ap�
plikation� Diese Theoreme �nden in der Theorie der Operationen in Abschnitt ��� mehrfache
Anwendung� Die Theoreme contX�id und contX�const zeigen die Stetigkeit der Identit�ats�
funktion und von konstanten Funktionen�

����� Beweise f�ur ausgesuchte Theoreme

In diesem Abschnitt pr�asentiere ich die Beweise f�ur die Theoreme diag�lubCF����
contlub�CF� und contX�contlub�app� Diese Theoreme wurden ausgew�ahlt� weil die Ar�
gumentation in ihren Beweisen typisch f�ur die Theorie Cont der stetigen Funktionen ist�
Gleichzeitig m�ochte ich durch die Beweise auch dokumentieren� da� die maschinenunterst�utzte
Beweisf�uhrung mit dem Isabelle�System im Gedankengang mit der Beweisf�uhrung mit Papier
und Bleistift �ubereinstimmt�

��	���� Beweis f�ur das Theorem diag lubCF� �

Der Beweis dieses Theorems demonstriert den Umgang mit kleinsten oberen Schranken und
stetigen Funktionen� Das Theorem zeigt� da� die Bildung der kleinsten oberen Schranken
bez�uglich zweier Laufvariablen identisch ist mit der diagonalisierten Bildung einer oberen
Schranke�

Wir beginnen� indem wir uns das gew�unschte Beweisziel vorgeben�
val prems � goal Cont�thy

��� contX�CF����f�contX�CF��f���is�chain�FY��is�chain�TY�����
lub�range��i� lub�range��j� CF��FY�j���TY�i������ �

lub�range��i� CF��FY�i���TY�i������

� by �cut�facts�tac prems ���

Unser Ausgangspunkt ist nun�
�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

lub�range��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i������ �

lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Diese Gleichung zeigen wir� indem wir die Antisymmetrie der Gleichheit ausn�utzen und die
�Inklusion� in beiden Richtungen zeigen�
� by �rtac antisym�less ���

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
lub�range��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i������ v
lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i���� v
lub�range��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i������
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Wir l�osen zuerst das erste Teilziel� Das zweite Teilziel werde ich bis zur vollst�andigen Abar�
beitung des ersten Teilziels nicht mehr au�isten� Wir verwenden die Tatsache� da� die linke
kleinste obere Schranke kleiner ist als jede obere Schranke�
�� is�chain��S��� range��S�� �j �x�����lub�range��S��� v �x�

� by �rtac is�lub�thelub ���

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
is�chain��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i�����

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
range��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i����� �j
lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Wir erhalten zwei neue Teilziele� wobei wir im wesentlichen am zweiten interessiert sind� Das
erste Teilziel besteht im Nachweis einer Ketteneigenschaft� Diese weisen wir nach� indem wir
den Annahmenkontext verwenden und die darin vorgegebenen Ketteneigenschaften geeignet
propagieren� Der entsprechende Beweis wurde schon vorweggenommen und ist im Hilfstheo�
rem
diag�lemma�

�� contX��CF����� �f� contX��CF����f��� is�chain��FY�� is�chain��TY���
��is�chain��i� lub�range��j� �CF�����FY�j�� �TY�i�����

kondensiert� Die Anwendung des Hilfstheorems mit anschlie�endem mehrfachen Beweis per
Annahme l�ost das erste Teilziel vollst�andig�
� by �etac diag�lemma� ���

� by �REPEAT �atac ����

Im verbleibenden Teilziel�
�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

range��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i����� �j
lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

entfalten wir die De�nition von oberen Schranken mittels
�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x

� by �rtac ub�rangeI ���

Wir erhalten�
�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

�i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i���� v lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Es reicht� die Behauptung f�ur ein beliebiges� aber festes i zu zeigen�
� by �strip�tac � ��

��
V
i� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i���� v lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Die wesentliche Beweisidee besteht nun darin� zu zeigen� da� die rechte Kette eine Majorante
der linken Kette ist� Hierf�ur haben wir bereits ein passendes Theorem abgeleitet�
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�� is�chain��Y�� is�chain��X�� �i� �j� �Y�i� v �X�j�����
lub�range��Y�� v lub�range��X��

� by �rtac lub�mono� ���

��
V
i� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

is�chain��j� CF��FY�j�� TY�i���

��
V
i� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

is�chain��i� CF��FY�i�� TY�i���

��
V
i� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

�ia� �j� CF��FY�ia�� TY�i�� v CF��FY�j�� TY�j��

Die ersten beiden Teilziele bestehen im Nachweis von Ketteneigenschaften� Sie werden �uber
die vorher eigens bewiesenen Hilfstheoreme
diag�lemma�

�� contX��CF����� is�chain��FY�� is�chain��TY�����
is�chain��m� �CF�����FY�m�� �TY��n���

diag�lemma�

�� contX��CF����� �f� contX��CF����f��� is�chain��FY�� is�chain��TY���
��is�chain��m� �CF�����FY�m�� �TY�m���

gel�ost� Im dritten Teilziel reicht es� die Behauptung f�ur ein beliebiges� aber festes ia zu zei�
gen�
� by �etac diag�lemma� ���

� by �REPEAT �atac ����

� by �etac diag�lemma� ���

� by �REPEAT �atac ����

� by �rtac allI ���

Wir erhalten�
��

V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
�j� CF��FY�ia�� TY�i�� v CF��FY�j�� TY�j��

Wir m�ussen nun zeigen� da� es f�ur beliebige Indizes i und ia stets einen Index j gibt� soda�
die linke Seite schw�acher ist� als die rechte Seite� Wir machen eine Fallunterscheidung �uber
die Ordnungsbeziehung der Indizes i und ia� Der gesuchte Index j wird dann jeweils das
Maximum der beiden Indizes i und ia sein� In dieser Wahl steckt die Diagonalisierungsidee
des ganzen Beweises� Zur Fallunterscheidung verwenden wir die Regel

�� �m 
 �n���P��n� �m��

�m � �n���P��n� �m��

�n 
 �m���P��n� �m������P��n� �m�

� by �res�inst�tac ���m���i�����n���ia��	 nat�less�cases ���

Dies beschert uns die drei Teilziele�
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��
V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY��

i 
 ia����
�j� CF��FY�ia�� TY�i�� v CF��FY�j�� TY�j��

��
V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY��

i � ia����
�j� CF��FY�ia�� TY�i�� v CF��FY�j�� TY�j��

��
V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY��

ia 
 i����
�j� CF��FY�ia�� TY�i�� v CF��FY�j�� TY�j��

Konzentrieren wir uns auf den ersten Fall i 
 ia� Die Au�istung der beiden anderen F�alle
werde ich solange wieder unterdr�ucken� Der Index ia ist gr�o�er als i� und somit w�ahlen wir
zum Beweis der Existenzaussage den Index ia� Wir verwenden die Regel
�P��x����x� �P�x�

� by �res�inst�tac ���x���ia��	 exI ���

mit konkreter Instantiierung und erhalten�
��

V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY��

i 
 ia����
CF��FY�ia�� TY�i�� v CF��FY�ia�� TY�ia��

Durch Anwendung der Monotonieregel
�� is�chain��F��� �x� 
 �y������F���x�� v �F���y��

� by �rtac �chain�mono RS mp� ���

f�ur Ketten reduzieren wir auf die Teilziele�
��

V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY��

i 
 ia����
is�chain��u� CF��FY�ia�� TY�u���

��
V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY��

i 
 ia����
i 
 ia

Das zweite l�osen wir trivial per Annahme� und das erste l�osen wir durch Verwendung des
Hilfstheorems
diag�lemma�

�� �f� contX��CF����f��� is�chain��FY�� is�chain��TY�����
is�chain��m� �CF�����FY��n�� �TY�m���

� by �etac diag�lemma� ���

� by �REPEAT �atac ����
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Wenden wir uns nun dem zweiten Fall i � ia zu� der besonders einfach ist�
��

V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY��

i � ia����
�j� CF��FY�ia�� TY�i�� v CF��FY�j�� TY�j��

Durch Anwendung von Gleichungslogik ersetzen wir i durch ia und erhalten�
� by �hyp�subst�tac ���

��
V
i ia�

�� is�chain�TY�� is�chain�FY�� �f� contX�CF��f��� contX�CF������
�j� CF��FY�ia�� TY�ia�� v CF��FY�j�� TY�j��

O�ensichtlich w�ahlen wir in diesem Fall ia als Zeugen f�ur die Existenzaussage� Dadurch l�ost
sich das Teilziel durch triviale Anwendung der Re�exivit�atsregel f�ur die Ordnung v �
� by �res�inst�tac ���x���ia��	 exI ���

� by �rtac refl�less ���

Im dritten Fall ia 
 i argumentieren wir analog zum Fall i 
 ia� Durch Anwendung von
� by �res�inst�tac ���x���i��	 exI ���

� by �rtac �chain�mono RS mp� ���

� by �etac diag�lemma� ���

� by �REPEAT �atac ����

wird das Teilziel
��

V
i ia�

�� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY��

ia 
 i����
�j� CF��FY�ia�� TY�i�� v CF��FY�j�� TY�j��

vollst�andig gel�ost� und die eine Richtung der Inklusionsbeziehung ist hiermit gezeigt�

Es bleibt noch die umgekehrte Richtung der Inklusion zu zeigen� Das bislang zur�uckgestellte
Beweisziel lautet�
�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i���� v
lub�range��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i������

Auch in diesem Fall argumentieren wir �uber eine Majoranteneigenschaft� welche aber im
Gegensatz zum vorhergehenden Fall wesentlich einfacher ist� Diesmal reicht es� die Inklusi�
onsbeziehung der Ketten punktweise zu zeigen� Wir verwenden die Regel

�� is�chain��C����� is�chain��C����� �k� �C����k� v �C����k�����
lub�range��C�����v lub�range��C�����

� by �rtac lub�mono ���

und erhalten�
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�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
is�chain��i� CF��FY�i�� TY�i���

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
is�chain��i� lub�range��j� CF��FY�j�� TY�i�����

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
�k� CF��FY�k�� TY�k�� v lub�range��j� CF��FY�j�� TY�k����

Die ersten beiden Teilziele werden �uber die schon vorher verwendeten Hilfstheoreme
diag�lemma� und diag�lemma� gezeigt� Im dritten Teilziel reicht es� die Behauptung f�ur
ein beliebiges� aber festes k zu zeigen�
� by �etac diag�lemma� ���

� by �REPEAT �atac ����

� by �etac diag�lemma� ���

� by �REPEAT �atac ����

� by �strip�tac � ��

Wir erhalten als verbleibendes Ziel�
��

V
k� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY���

��CF��FY�k�� TY�k�� v lub�range��j� CF��FY�j�� TY�k����

Dieses l�osen wir durch die Tatsache� da� kleinste obere Schranken einer Kette insbesondere
gr�o�er als alle Kettenelemente sind� Wir verwenden die Regel
is�chain��S�����S���x� v lub�range��S���

� by �rtac is�ub�thelub ���

Dies f�uhrt zu einem neuen Teilziel
��

V
k� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY���

��is�chain��j� CF��FY�j�� TY�k���

welches wir aber in bew�ahrter Weise durch Verwendung des Hilfstheorems diag�lemma� l�osen�
� by �etac diag�lemma� ���

� by �REPEAT �atac ����

No subgoals

��	���� Beweis f�ur das Theorem contlub CF�

Der Beweis f�ur das Theorem contlub�CF� macht im wesentlichen Gebrauch vom Theorem
diag�lubCF���� welches seinerseits trivial aus diag�lubCF��� durch Anwendung des Theo�
rems ex�lubMF� folgt� Der folgende Beweis zeigt die Anwendung der Verkettung von Regeln
mittels Resolution RS� wodurch R�uckw�arts� und Vorw�artsbeweise im Isabelle�System kombi�
niert werden k�onnen�

Wir verscha�en uns das initiale Beweisziel mittels
� val prems � goal Cont�thy

��� contX�CF����f�contX�CF��f���is�chain�FY��is�chain�TY�����
CF��lub�range�FY����lub�range�TY��� � lub�range��i�CF��FY�i���TY�i������
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� by �cut�facts�tac prems ���

und erhalten�
�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

CF��lub�range�FY��� lub�range�TY��� � lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Die Idee ist nun� die Stetigkeit von CF� im ersten Argument zu verwenden� Wir ersetzen
CF��lub�range�FY��� lub�range�TY���

durch den Term
lub�range��i�CF��FY�i����lub�range�TY���

Man beachte dabei� da� Isabelle die Anwendung einer Funktion h�oherer Stufe f�x��y� als
f�x�y� druckt� Dies ist eine bisweilen verwirrende Eigenheit des Systems� Da hier massiv
Funktionen h�oherer Stufe beteiligt sind� m�ussen wir die Uni�kation des Systems geeignet
steuern� Wir verwenden hierzu die Verkettung von Regeln mittels Resolution RS� �Uber
�hd prems� sprechen wir die erste Pr�amisse im Kontext an� Sie ist zusammen mit den
restlichen an der kombinierten Regel beteiligten Theoremen im folgenden aufgelistet�
�hd prems� contX�CF��

contX�contlub contX��f���contlub��f�

contlubE contlub��f����Y� is�chain�Y��
�f�lub�range�Y��� � lub�range��i� �f�Y�i����

spec �x� �P�x����P��x�

mp �� �P� �Q� �P�����Q

ssubst �� �t � �s� �P��s������P��t�

Die Kombination dieser Regeln
��hd prems� RS contX�contlub RS contlubE RS spec RS mp RS ssubst�

mittels RS liefert die Regel
�� is�chain��x��� �P�lub�range��i� CF���x��i�������

���P�CF��lub�range��x�����

Anwendung dieser Regel ergibt die gew�unschte Reduktion des Beweisziels�
� by �rtac ��hd prems� RS contX�contlub RS contlubE RS

spec RS mp RS ssubst� ���

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
is�chain�FY�

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
lub�range��i� CF��FY�i���� lub�range�TY��� �

lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Das erste Beweisziel l�osen wir trivial per Annahme�
� by �atac ���

Im verbleibenden Teilziel formen wir die linke Seite der Gleichung noch weiter um� indem
wir die konkrete Bauart der kleinsten oberen Schranke einer Kette von Funktionen einsetzen�
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Wir verwenden hierzu die kombinierte Regel
�� is�chain��S��� �P��x� lub�range��i� �S��i� x������

���P�lub�range��S����

� by �rtac �thelub�fun RS ssubst� ���

und erhalten�
�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

is�chain��i� CF��FY�i���

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
lub�range��i� CF��FY�i�� lub�range�TY����� �

lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Das erste Teilziel erfordert den Beweis einer Ketteneigenschaft� welche wir aber durch Ver�
wendung der Stetigkeit der Funktion CF� im ersten Argument leicht nachweisen�
� by �rtac ��hd prems� RS contX�mono RS ch�ch�monofun� ���

� by �atac ���

Es verbleibt das Teilziel�
�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

lub�range��i� CF��FY�i�� lub�range�TY����� �

lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Indem wir die Stetigkeit der Funktion CF� im zweiten Argument verwenden und geeignet mit
Kongruenz� und Extensionalit�atseigenschaften von Funktionen kombinieren� ersetzen wir den
Term
lub�range��i� CF��FY�i�� lub�range�TY�����

durch den Term
lub�range��i� lub�range��ia� CF��FY�i�� TY�ia������

Dies wird durch folgendes Beweisskript erreicht�
� by �rtac trans ���

� by �rtac ���hd �tl prems�� RS spec RS contX�contlub� RS contlubE RS

spec RS mp RS ext RS arg�cong RS arg�cong� ���

� by �atac ���

Wir erhalten als neues Teilziel�
�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����

lub�range��i� lub�range��ia� CF��FY�i�� TY�ia������ �

lub�range��i� CF��FY�i�� TY�i����

Nun haben wir einen Beweiszustand erreicht� in dem wir das Theorem
diag�lubCF���

�� contX��CF����� �f� contX��CF����f��� is�chain��FY�� is�chain��TY�����
lub�range��j� lub�range��i� �CF�����FY�j�� �TY�i������ �

lub�range��i� �CF�����FY�i�� �TY�i����



��	 Theorie der stetigen Funktionen Cont �	�

einsetzen k�onnen� Wir erhalten�
� by �rtac diag�lubCF��� ���

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
contX�CF��

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
�f� contX�CF��f��

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
is�chain�FY�

�� �� contX�CF��� �f� contX�CF��f��� is�chain�FY�� is�chain�TY�����
is�chain�TY�

Alle drei Ziele sind trivial per Annahme l�osbar�
� by �REPEAT �atac ����

No subgoals

��	���� Beweis f�ur das Theorem contX�contlub app

Dieses Theorem ist rein technischer Natur und ist die Grundlage f�ur das Theorem
contX�contX�app �siehe Abbildung ���	� und damit auch f�ur den Beweis des Theorems
contX�contX�fapp in Theorie Cfun� �siehe Abschnitt �������

Wir verscha�en uns das initiale Beweisziel mittels
� val prems � goal Cont�thy

��� contX�ft���x�contX�ft�x���contX�tt�����contlub��x��ft�x���tt�x�����

� by �cut�facts�tac prems ���

Dies liefert�
�� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�����contlub��x� ft�x� tt�x���

Im ersten Schritt entfalten wir die De�nition des Pr�adikats contlub
�Y� is�chain�Y�� �f�lub�range�Y��� �lub�range��i� �f�Y�i����

��contlub��f�

� by �rtac contlubI ���

und erhalten�
�� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�����

�Y� is�chain�Y��
ft�lub�range�Y��� tt�lub�range�Y���� �

lub�range��i� ft�Y�i�� tt�Y�i�����

Gem�a� der Methodik des nat�urlichen Schlie�ens scha�en wir uns einen passenden Annah�
menkontext�



�
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� by �strip�tac ���

��
V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

ft�lub�range�Y��� tt�lub�range�Y���� �

lub�range��i� ft�Y�i�� tt�Y�i�����

Wir verwenden die Stetigkeit der Funktion tt und ersetzen durch Gleichungslogik den Teil�
term tt�lub�range�Y��� durch den Term lub�range��i� tt�Y�i����� Dies erfolgt
durch den Befehl�
� by �res�inst�tac ���f����tt��	 �contlubE RS spec RS mp RS ssubst� ���

Wir erhalten�
��

V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

contlub�tt�

��
V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

is�chain�Y�

��
V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

ft�lub�range�Y��� lub�range��i� tt�Y�i����� �

lub�range��i� ft�Y�i�� tt�Y�i�����

Die beiden ersten Teilziele lassen sich leicht durch Verwendung des Annahmenkontextes l�osen�
� by �etac contX�contlub ���

� by �atac ���

Es verbleibt das Ziel�
��

V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

ft�lub�range�Y��� lub�range��i� tt�Y�i����� �

lub�range��i� ft�Y�i�� tt�Y�i�����

In dieser Situation k�onnen wir aber das Theorem contlub�CF�

�� contX��CF����� �f� contX��CF����f��� is�chain��FY�� is�chain��TY�����
�CF����lub�range��FY��� lub�range��TY��� �

lub�range��i� �CF�����FY�i�� �TY�i����

� by �rtac contlub�CF� ���

einsetzen� was zu den folgenden trivialen Teilzielen f�uhrt�
��

V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

contX�ft�

��
V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

�f� contX�ft�f��

��
V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

is�chain�Y�

��
V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

is�chain��i� tt�Y�i���

Die ersten drei l�osen wir direkt per Annahme�



��
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�

� by �REPEAT �atac ����

Das verbleibende Teilziel�
��

V
Y� �� contX�ft�� �x� contX�ft�x��� contX�tt�� is�chain�Y�����

is�chain��i� tt�Y�i���

l�osen wir� indem wir die kombinierte Regel
�� contX��f�� is�chain��Y�����is�chain��i� �f��Y�i���

� by �etac �contX�mono RS ch�ch�monofun� ���

mit anschlie�endem Beweis per Annahme verwenden�
� by �atac ���

No subgoals

��	 Theorien f�ur Operationen

Stetige Funktionen spielen in der Bereichstheorie f�ur LCF eine wesentliche Rolle� Sie bilden
eine Teilmenge des vollen Funktionenraums �pcpo � �pcpo und werden durch das Pr�adikat
contX aus der Theorie Cont in Abschnitt ��� ausgezeichnet� Im Prinzip k�onnte der noch feh�
lende Teil der Bereichstheorie f�ur LCF auf der syntaktischen Basis der Theorie Cont entwickelt
werden� Dies w�urde aber zu einer schwerf�alligen Notation f�uhren� da nahezu jedes Theorem
in irgendeiner Weise das Pr�adikat contX enthalten w�urde� Somit w�are auch das erkl�arte Ziel
dieser Arbeit nicht erreicht� die Logik LCF ohne gr�o�ere syntaktische �Anderungen in der Lo�
gik HOLC zu repr�asentieren� Stattdessen wird ein neuer Typkonstruktor eingef�uhrt� der in
geeigneter Weise mit den stetigen Funktionen gekoppelt ist� Die konservative Einf�uhrung des
Konstruktors gliedert sich in drei Teilschritte�

����� Die Theorie Cfun�

Die zentrale Rolle der stetigen Funktionen rechtfertigt die Einf�uhrung eines speziellen Typ�
konstruktors � � so da� die Elemente des Typs �pcpo � �pcpo in geeigneter Weise mit den
stetigen Funktionen �uber den Bereichen � und � zusammenh�angen� Um Verwirrung zu ver�
meiden� mu� mit Einf�uhrung des Konstruktors � aber auch eine neue Terminologie gepr�agt
werden� Als Funktionen werden Elemente des Typs �� � bezeichnet� Stetige Funktionen
sind Elemente des Typs �� �� die zus�atzlich noch das Pr�adikat contX erf�ullen� Im Ge�
gensatz dazu werden Elemente des Typs �� � als Operationen bezeichnet� Die Theorie
Cfun�� die den Typkonstruktor � einf�uhrt� ist in Abbildung ���� dargestellt� In ihr wird
der Zusammenhang zwischen Operationen und stetigen Funktionen deutlich gemacht�

Gem�a� der Methode f�ur die konservative Einf�uhrung eines neuen Typkonstruktors aus Ab�
schnitt ��� wird der Typkonstruktor � mit der Arit�at �pcpo�pcpo�term eingef�uhrt� Die
Klasse pcpo auf Argumentposition ist notwendig� da sonst das Repr�asentationspr�adikat contX
nicht eingesetzt werden kann� Der Isabelle�Technik folgend� f�uhren wir eine Bezeichnung Cfun
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f�ur die Menge der Repr�asentanten ein� Die De�nition Cfun�def legt fest� da� es sich hier�
bei um die Menge aller stetigen Funktionen handelt� Die Repr�asentationsfunktion ist fapp�
und die Abstraktionsfunktion ist fabs� Die Typde�nition wird durch die Axiome Rep�Cfun�
Rep�Cfun�inverse und Abs�Cfun�inverse in bekannter Weise bewerkstelligt�

Cfun� � Cont 

types � � �infixr ��

arities � �� �pcpo�pcpo�term

consts

Cfun �� ��� ��set

fapp �� ��� ��� ��� �� � ����	� �������	 �����

fabs �� ��� ��� ��� �� �binder � ���

less�cfun �� ���� ������ ��	� bool

rules

Cfun�def Cfun � �f� contX�f��

Rep�Cfun fapp�fo��Cfun
Rep�Cfun�inverse fabs�fapp�fo�� � fo

Abs�Cfun�inverse f�Cfun��fapp�fabs�f���f

less�cfun�def less�cfun�fo��fo��� � fapp�fo�� v fapp�fo�� �

end

Abbildung ����� Theorie Cfun�

Als letztes wird noch die partielle Ordnung der Funktionen mittels der Repr�asentationsfunk�
tion fapp auf die Operationen �ubertragen� Ein Teil der noch folgenden Beweisarbeit wird sich
mit dem Nachweis besch�aftigen� da� die Funktion less�cfun den Typ der Operationen mit ei�
ner kettenvollst�andigen partiellen Ordnung versieht� um so die Arit�aten � ���pcpo�pcpo�po
und � ���pcpo�pcpo�pcpo in den Theorien Cfun� und Cfun� zu rechtfertigen�

Die Repr�asentationsfunktion fapp dient gleichzeitig auch als Applikationsfunktion f�ur Ope�
rationen� Wenn f eine Operation vom Typ �� � ist� so ist fapp�f� eine Funktion vom Typ
�� �� Diese kann ihrerseits auf ein x vom Typ � angewendet werden� Der Term fapp�f��x�

kann also als Applikation der Operation f auf x gedeutet werden� Um diese Au�assung zu
unterstreichen� wurde f�ur die Konstante fapp die Mix�x�Schreibweise ���	 vereinbart� Statt
fapp�f��x� darf man f�x	 schreiben� Entsprechend dazu wurde f�ur die Abstraktionsfunk�
tion fabs ein neuer Bindungsmechanismus eingef�uhrt� Statt fabs��x�t� darf man �x�t
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schreiben� Somit erh�alt man einen Abstraktionsmechanismus f�ur Operationen� der sich auf
die ��Abstraktion der Logik HOLC abst�utzt�

Die gerade beschriebenen notationellen Vereinbarungen� die durch das Isabelle�System
erm�oglicht werden� sind zusammen mit der Verwendung von Typklassen der wesentliche
Grund daf�ur� da� die hier vorgestellte Entwicklung von HOLCF praktisch benutzbar ist�
W�ahrend der noch folgenden Entwicklung von HOLCF mu� man selbverst�andlich biswei�
len die unterliegende Notation mittels fapp und fabs verwenden� aber nach Abschlu� der
Entwicklung kann man vollst�andig davon abstrahieren und die Notation f�x	 und �x�t als
primitiv ansehen� Das Studium der noch folgenden Theorien mit ihren Theoremen wird
schrittweise zu einem besseren Verst�andnis der Operationen f�uhren�

����� Theoreme der Theorie Cfun�

Die Theoreme der Theorie Cfun� sind in Abbildung ���� dargestellt�

CfunI ��x�x��Cfun

refl�less�cfun less�cfun�f�f�

antisym�less�cfun �� less�cfun�f��f��� less�cfun�f��f������f� � f�

trans�less�cfun �� less�cfun�f��f��� less�cfun�f��f����
��less�cfun�f��f��

cfun�cong �� f�g� x�y����f�x	 � g�y	

cfun�fun�cong f�g��f�x	 � g�x	

cfun�arg�cong x�y��f�x	 � f�y	

Abs�Cfun�inverse� contX�f���fapp�fabs�f�� � f

Cfunapp� contX�f����fabs�f���x	 � f�x�

beta�cfun contX�c������x�c��x���u	 � c��u�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Cfun�

Das erste Theorem ist eine Rechtfertigung f�ur die Einf�uhrung des Typkonstruktors � � Das
Theorem wurde nur aus formalen Gr�unden bewiesen� da mit dem Theorem contX�id aus
Theorie Cont in Abbildung ���	 ohnehin gezeigt wurde� da� die Repr�asentationsmenge Cfun
nicht leer sein kann�

Die Theoreme refl�less�cfun� antisym�less�cfun und trans�less�cfun zeigen� da� der
Typ �� � durch die Funktion less�cfun partiell geordnet wird� Dieser Umstand wird in
der folgenden Theorie Cfun� ausgen�utzt�

Die Theoreme cfun�cong� cfun�fun�cong und cfun�arg�cong beschreiben Kongruenzei�
genschaften von Operationen� Die Theoreme Abs�Cfun�inverse� und Cfunapp� sind rein
technischer Natur und erlauben nur einen leichteren Umgang mit den Axiomen der Typde��
nition�
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Im Gegensatz dazu ist das Theorem beta�cfun von praktischem Interesse im Umgang mit
Operationen� Es beschreibt die eingeschr�ankte ��Reduktion bzgl� der ��Abstraktion f�ur Ope�
rationen� Der Beweis des Theorems ist trivial und folgt direkt aus den Typde�nitionsaxiomen�
Das Theorem verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Operationen und Funktionen�

Betrachten wir als Beispiel dazu die Funktion �x�x�x� In diesem Beispiel sei f�ur den Typ
bool die Arit�at bool��pcpo vereinbart� und die pcpo�Ordnung sei eine der beiden f�ur bool
m�oglichen� Die Funktion �x�x�x ist extensional gleich zur Identit�atsfunktion �� die bzgl�
keiner der m�oglichen Ordnungen monoton sein kann� Da die Abstraktionsfunktion fabs

der Operationen total ist� wie alle Funktionen der Logik HOLC� beschreibt fabs��x�x�x�
trotzdem eine Operation� Wenn wir nun die Repr�asentationsfunktion fapp anwenden� so
beschreibt der Term fapp�fabs��x�x�x�� wegen Axiom Rep�Cfun ein Element in der Menge
Cfun� und somit auch eine stetige Funktion� Um welche Funktion es sich hierbei handelt�
wissen wir aber nicht� Es kann nicht �x�x�x sein� da diese Funktion nicht monoton ist�
In diesem Fall l�a�t sich also die Anwendung der Abstraktionsfunktion fabs nicht durch die
Anwendung der Repr�asentationsfunktion fapp r�uckg�angig machen�

Wenn wir die Mix�x�Syntax verwenden� erkennen wir die praktische Bedeutung des Beispiels�
Die Mix�x�Schreibweise f�ur die Operation fabs��x�x�x� ist �x�x�x� Die Anwendung der
Operation mittels fapp auf ein y ergibt den Term fapp�fabs��x�x�x���y�� der in Mix�x�
Schreibweise ��x�x�x��y	 lautet� Diesen Term k�onnen wir aber nicht zu ��x�x�x��y� und
weiter zu y�y reduzieren� da hierzu wegen Typde�nitionsaxiom Abs�Cfun�inverse ein Nach�
weis der Stetigkeit von �x�x�x ben�otigt wird� Da die Identit�atsfunktion � nicht einmal
monoton ist� werden alle Bem�uhungen in dieser Richtung vergebens sein�

Um auch ein positives Beispiel anzugeben� betrachten wir den Term �x�x� der f�ur fabs��x�x�
steht� Die Applikation dieser Operation auf ein y lautet fapp�fabs��x�x���y� bzw� in
Mix�x�Syntax ��x�x��y	� Diesen Term k�onnen wir wegen contX��x�x� und Typde�niti�
onsaxiom Abs�Cfun�inverse zu ��x�x��y� und weiter zu y reduzieren�

Der eben skizzierte Sachverhalt verdeutlicht das Zusammenspiel von evtl� nicht�stetigen Funk�
tionen und Operationen� Terme� in denen Operationen und Funktionen gemischt vorkommen�
d�urfen im Gegensatz zur Sprache Spectrum uneingeschr�ankt gebildet werden� ihre wei�
tere Verwendung ist jedoch durch Stetigkeitsforderungen beschr�ankt� wie aus dem Beispiel
��x�x�x��y	 ersichtlich ist�

����� Die Theorie Cfun�

In der Theorie Cfun� wird die Arit�at � ���pcpo�pcpo�po mit dem entsprechenden Instanz�
axiom eingef�uhrt� Die Rechtfertigung f�ur diese Arit�atsvereinbarung wird durch die Theoreme
refl�less�cfun� antisym�less�cfun und trans�less�cfun geliefert� Die Theorie ist in
Abbildung ���� dargestellt�

Dar�uberhinaus wird die Konstante ��cfun durch Konstantende�nition eingef�uhrt� Es wird
sich herausstellen� da� ��cfun die kleinste Operation ist� In der De�nition f�ur die Konstante
��cfun habe ich statt der Mix�x�Notation �x�� die explizite Schreibweise fabs��x���
gew�ahlt� um den Zusammenhang mit dem kleinsten Element �x�� im vollen Funktionenraum
zu verdeutlichen�
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Cfun� � Cfun� 

arities � �� �pcpo�pcpo�po

consts

��cfun�� �� �

rules

inst�cfun�po � v ����� ���� �	� bool� � less�cfun

��cfun�def ��cfun � fabs��x���

end

Abbildung ����� Theorie Cfun�

����� Theoreme der Theorie Cfun�

Die Theoreme der Theorie Cfun� sind in Abbildung ���� dargestellt�

less�cfun � � f� v f� � � �fapp�f�� v fapp�f���

minimal�cfun ��cfun v f

contX�fapp� contX�fapp�fo��

monofun�fapp� monofun�fapp�fo���

contlub�fapp� contlub�fapp�fo���

contX�cfun�arg is�chain�x����
range��i�fo�x��i�	��j fo�lub�range�x���	

contlub�cfun�arg is�chain�x����
fo�lub�range�x���	 � lub�range��i�fo�x��i�	��

monofun�fapp� monofun�fapp�

monofun�cfun�fun f� v f���f��x	 v f��x	

monofun�cfun�arg x� v x���fo�x�	 v fo�x�	

monofun�cfun �� f� v f��x� v x�����f��x�	 v f��x�	

ch�ch�fappR is�chain�Y���is�chain��i�f�Y�i�	�

ch�ch�fappL is�chain�F���is�chain��i�F�i��x	�

lub�cfun�mono is�chain�F���monofun��x�lub�range��j�F�j��x	���

ex�lubcfun �� is�chain�F�� is�chain�Y���
�� lub�range��j�lub�range��i�F�j��Y�i�	���� �

lub�range��i�lub�range��j�F�j��Y�i�	����
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contX�lubcfun is�chain�F���contX��x�lub�range��j�F�j��x	���
lub�cfun is�chain�CCF���

range�CCF��j fabs��x�lub�range��i�CCF�i��x	���
thelub�cfun is�chain�CCF���

lub�range�CCF�� � fabs��x�lub�range��i�CCF�i��x	���

cpo�cfun is�chain�CCF��nat� ��pcpo � �pcpo��
���x� range�CCF��j x

ext�cfun �
V
x� f�x	 � g�x	���f � g

semi�monofun�fabs �� contX�f��contX�g��fv g����fabs�f� v fabs�g�

less�cfun� �
V
x� f�x	 v g�x	���f v g

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Cfun�

Das erste Theorem n�utzt die neue Arit�at aus und formuliert die Ordnung auf den Operationen
mittels der charakteristischen Funktion v � Das Theorem minimal�cfun zeigt� da� ��cfun
die kleinste Operation ist�

Die Theoreme contX�fapp� bis contlub�cfun�arg dr�ucken die Stetigkeit der Funktion fapp

im zweiten Argument aus� sowie einige Folgerungen daraus� Das Theorem contlub�cfun�arg

hat den gleichen logischen Gehalt wie das Theorem contlub�fapp�� mit dem Unterschied�
da� die Mix�x�Schreibweise verwendet wird�

Die Theoreme monofun�fapp� bis monofun�cfun beschreiben die Monotonie der Funktion
fapp im ersten und zweiten Argument in verschiedenen Variationen� Man beachte� da� es sich
hierbei exakt um die Monotonieregeln der Logik LCF handelt� Die Theoreme ch�ch�fappR
und ch�ch�fappL zeigen die Propagierung von Ketten�

Die Theoreme lub�cfun�mono und contX�lubcfun zeigen� da� die Abstraktion �uber die
kleinste obere Schranke der Applikationen einer Kette von Operationen selbst wieder eine
monotone und stetige Funktion ist� Das Theorem lub�cfun zeigt� da� sich daraus durch
Anwendung der Abstraktionsfunktion fabs die kleinste obere Schranke der verwendeten Kette
von Operationen gewinnen l�a�t� Diese Tatsache n�utzt das Theorem cpo�cfun aus� das die
Kettenvollst�andigkeit des Typs der Operationen beschreibt� In Abschnitt ����� werde ich die
Beweise f�ur die Theoreme contX�lubcfun und lub�cfun explizit vorf�uhren�

Die Theoreme ext�cfun und less�cfun� beschreiben Extensionalit�atseigenschaften von Ope�
rationen bzgl� der Relationen � und v � Damit sind zwei weitere Inferenzregeln der Logik
LCF abgeleitet�

����	 Beweise f�ur ausgesuchte Theoreme

In diesem Abschnitt werden die Beweise f�ur die Theoreme contX lubcfun und lub cfun

vorgef�uhrt�
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���� Beweis f�ur das Theorem contX lubcfun

Wie beginnen� indem wir uns das Beweisziel mittels
val prems � goal Cfun��thy

�is�chain�F���contX��x�lub�range��j�F�j��x	�����
� by �cut�facts�tac prems ���

vorgeben und erhalten�
�� is�chain�F���contX��x� lub�range��j� F�j��x	���

Die Regel
�� monofun��f�� contlub��f�����contX��f�

� by �rtac monocontlub�contX ���

erlaubt uns� den Nachweis der Stetigkeit getrennt �uber den Nachweis der Monotonie und
der Vertauschbarkeit der Grenzwertbildung mit der Applikation zu zeigen� Wir erhalten die
neuen Teilziele�
�� is�chain�F���monofun��x� lub�range��j� F�j��x	���

�� is�chain�F���contlub��x� lub�range��j� F�j��x	���

Das erste l�osen wir vollst�andig durch Anwendung des Theorems
is�chain��F���monofun��x� lub�range��j� �F�j��x	���

� by �etac lub�cfun�mono ���

Im zweiten Ziel falten wird die De�nition des Pr�adikats contlub auf� und erhalten�
� by �rtac contlubI ���

�� is�chain�F���
�Y� is�chain�Y��

lub�range��j� F�j��lub�range�Y��	�� �

lub�range��i� lub�range��j� F�j��Y�i�	����

Im n�achsten Schritt erzeugen wir uns standardm�a�ig einen geeigneten Annahmenkontext f�ur
den weiteren Beweis�
� by �strip�tac ���

��
V
Y� �� is�chain�F�� is�chain�Y�����

lub�range��j� F�j��lub�range�Y��	�� �

lub�range��i� lub�range��j� F�j��Y�i�	����

Sodann vertauschen wir die Applikation der Operation F�j� mit der Grenzwertbildung� Dies
erlaubt uns die Regel contlub�cfun�arg
is�chain��x�����fo��lub�range��x���	 � lub�range��i� �fo���x��i�	��

die wir geeignet mit der Extensionalit�atsregel ext und der Substitutionsregel ssubst kombi�
nieren� Das reduziert unser Beweisziel zu�
� by �rtac �contlub�cfun�arg RS ext RS ssubst� ���
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��
V
Y x� �� is�chain�F�� is�chain�Y�����is�chain�Y�

��
V
Y� �� is�chain�F�� is�chain�Y�����

lub�range��j� lub�range��i� F�j��Y�i�	���� �

lub�range��i� lub�range��j� F�j��Y�i�	����

Das erste Teilziel l�osen wir leicht per Annahme� Das zweite Teilziel wird vollst�andig durch
Anwendung des Theorems ex�lubcfun

�� is�chain��F�� is�chain��Y�����
lub�range��j� lub�range��i� �F�j���Y�i�	���� �

lub�range��i� lub�range��j� �F�j���Y�i�	����

gel�ost�
� by �atac ���

� by �etac ex�lubcfun ���

� by �atac ���

No subgoals

��
���� Beweis f�ur das Theorem lub cfun

Mit dem Theorem lub cfun beweisen wir� da� die kleinste obere Schranke einer Kette von
Operationen CCF die Operation �x�lub�range��i� CCF�i��x	�� ist� Im Beweis m�ussen wir
zwischen Operationen und Funktionen konvertieren und daher verwenden wir die explizite
Schreibweise fabs��x�t�� um die Gedankeng�ange klarer zu machen� Das Isabelle�System
macht diese Bem�uhung jedoch teilweise zunichte� da es seinerseits automatisch die Mix�x�
Schreibweise verwendet� Wir beginnen� indem wir uns das Beweisziel vorgeben�
� val prems � goal Cfun��thy

�is�chain�CCF���range�CCF��j fabs��x� lub�range��i�CCF�i��x	�����
� by �cut�facts�tac prems ���

und erhalten�
�� is�chain�CCF���range�CCF��j ��x� lub�range��i� CCF�i��x	���

Wir entfalten die De�nition der kleinsten oberen Schranke mittels
�S �j �x � ��u� �S �j u� �x v u����S�j �x

� by �rtac is�lubI ���

was uns folgendes Teilziel beschert�
�� is�chain�CCF���

range�CCF� �j ��x�lub�range��i� CCF�i��x	��� �
��u� range�CCF� �j u� ��x� lub�range��i� CCF�i��x	��� v u�

Der n�achste Schritt ist kanonisch vorgegeben� Wir beweisen die Teile der Konjunktion in zwei
Teilbeweisen�
� by �rtac conjI ���
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�� is�chain�CCF���range�CCF� �j ��x� lub�range��i� CCF�i��x	���

�� is�chain�CCF���
�u� range�CCF� �j u� ��x� lub�range��i� CCF�i��x	��� v u

Im folgenden l�osen wir zuerst das erste Teilziel� Erst wenn dieses abgearbeitet ist� werde
ich das zweite Teilziel wieder au�isten� Im ersten Ziel entfalten wir die De�nition f�ur obere
Schranken mittels
� by �rtac ub�rangeI ���

�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x

Dies f�uhrt zum Teilziel�
�� is�chain�CCF����i� CCF�i� v ��x� lub�range��i� CCF�i��x	���

Es reicht� die Behauptung f�ur ein beliebiges� aber festes i zu zeigen�
� by �rtac allI ���

��
V
i� is�chain�CCF���CCF�i� v ��x� lub�range��i� CCF�i��x	���

Wir m�ussen zeigen� da� zwei Operationen in Ordnungsrelation v stehen� Dazu verwenden
wir die Regel
�P�fapp��f���� v fapp��f��������P��f��� v �f����

� by �rtac �less�cfun RS ssubst� ���

��
V
i� is�chain�CCF���

fapp�CCF�i�� v fapp��x� lub�range��i� CCF�i��x	���

Erinnern wir uns� da� �x�t�x� nur die Mix�x�Schreibweise f�ur fabs��x�t�x�� ist� Die Regel
Abs�Cfun�inverse� erlaubt uns� auf der rechten Seite den Pr�a�x fapp�fabs���� zu eliminie�
ren� Wir verwenden das Theorem Abs�Cfun�inverse� in Kombination mit Gleichungslogik
�� contX��s�� �P��s������P�fapp�fabs��s���

� by �rtac �Abs�Cfun�inverse� RS ssubst� ���

und erhalten zwei neue Teilziele� von denen das erste der Preis f�ur die Anwendung des Theo�
rems Abs�Cfun�inverse� ist�
��

V
i� is�chain�CCF���contX��u� lub�range��i� CCF�i��u	���

��
V
i� is�chain�CCF���fapp�CCF�i�� v ��u� lub�range��i� CCF�i��u	���

Das erste Teilziel wird vollst�andig durch Anwendung des Theorems contX�lubcfun gel�ost�
und wir erhalten�
� by �etac contX�lubcfun ���

��
V
i� is�chain�CCF���fapp�CCF�i�� v ��u� lub�range��i� CCF�i��u	���

Links vom Ordnungssymbol v steht ein Element einer Kette von Funktionen� Erinnern wir
uns an das Theorem lub�fun� das die kleinste obere Schranke einer Kette von Funktionen
charakterisiert�
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is�chain��S���range��S��j ��x� lub�range��i� �S�i� x����

Kleinste obere Schranken sind aber insbesondere obere Schranken� und eine obere Schranke
ist st�arker als jedes Glied der Kette� Eine Kombination der Theoreme�
lub�fun is�chain��S���range��S��j ��x� lub�range��i� �S�i� x����

is�lubE �S�j �x���S �j �x � ��u� �S �j u� �x v u�

conjunct� �P � �Q���P

ub�rangeE range��S� �j �x���i� �S�i� v �x

spec �x� �P�x����P��x�

liefert das zusammengesetzte Theorem�
is�chain��S�����S���x� v ��x� lub�range��i� �S��i� x����

� by �rtac �lub�fun RS is�lubE RS conjunct� RS ub�rangeE RS spec� ���

Durch Anwendung dieses Theorems erhalten wir das neue Teilziel�
��

V
i� is�chain�CCF���is�chain��u� fapp�CCF�u���

Dieses ist aber leicht mit Hilfe der Monotonie der Applikationsfunktion zu zeigen�
is�chain��Y���is�chain��i� fapp��Y�i���

� by �etac �monofun�fapp� RS ch�ch�monofun� ���

Wir haben zu Beginn des Beweises das folgende Teilziel zur�uckgestellt�
�� is�chain�CCF���

�u� range�CCF� �j u� ��x� lub�range��i� CCF�i��x	��� v u

Der n�achste Schritt zur L�osung dieses Teilziels ist kanonisch durch die Methodik des nat�urli�
chen Schlie�ens vorgegeben� Wir verscha�en uns den n�otigen Annahmenkontext und haben
zu zeigen�
� by �strip�tac ���

��
V
u� �� is�chain�CCF�� range�CCF� �j u����

��x� lub�range��i� CCF�i��x	��� v u

Wir m�ussen nachweisen� da� zwei Operationen in Ordnungsrelation stehen� Dazu verwenden
wir� wie im ersten Teil des Beweises� die Regel
�P�fapp��f���� v fapp��f��������P��f��� v �f����

� by �rtac �less�cfun RS ssubst� ���

��
V
u� �� is�chain�CCF�� range�CCF� �j u����

fapp��x� lub�range��i� CCF�i��x	��� v fapp�u�

und anschlie�end
�� contX��s�� �P��s������P�fapp�fabs��s���

� by �rtac �Abs�Cfun�inverse� RS ssubst� ���

um den Pr�a�x fapp�fabs���� zu eliminieren� Dies f�uhrt zu den neuen Teilzielen�
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��
V
u� �� is�chain�CCF�� range�CCF� �j u����

contX��u� lub�range��i� CCF�i��u	���

��
V
u� �� is�chain�CCF�� range�CCF� �j u����

��u� lub�range��i� CCF�i��u	��� v fapp�u�

Das erste wird wieder vollst�andig durch das Theorem
is�chain��F���contX��x� lub�range��j� �F�j��x	���

� by �etac contX�lubcfun ���

gel�ost� Es verbleibt das Teilziel�
��

V
u� �� is�chain�CCF�� range�CCF� �j u����

��u� lub�range��i� CCF�i��u	��� v fapp�u�

Diesmal ben�utzen wir die Tatsache� da� kleinste obere Schranken schw�acher sind als jede
andere obere Schranke� Durch Kombination der Regeln
lub�fun is�chain��S���range��S��j ��x� lub�range��i� �S�i� x����

is�lubE �S�j �x���S �j �x � ��u� �S �j u� �x v u�

conjunct� �P � �Q���Q

spec �x� �P�x����P��x�

mp �� �P� �Q� �P�����Q

erhalten wir die zusammengesetzte Regel
�� is�chain��S��� range��S�� �j �x�����
��x� lub�range��i� �S��i� x���� v �x�

� by �rtac �lub�fun RS is�lubE RS conjunct� RS spec RS mp� ���

deren Anwendung die beiden folgenden Teilziele ergibt�
��

V
u� �� is�chain�CCF�� range�CCF� �j u����is�chain��i� fapp�CCF�i���

��
V
u� �� is�chain�CCF�� range�CCF� �j u����

range��i� fapp�CCF�i����j fapp�u�

Beide Ziele werden im wesentlichen �uber die Monotonie der Applikationsfunktion fapp gel�ost�
Das erste l�osen wir mittels
is�chain��Y���is�chain��i� fapp��Y�i���

� by �etac �monofun�fapp� RS ch�ch�monofun� ���

das zweite mittels
range��Y� �j �u��range��i� fapp��Y�i��� �j fapp��u�

� by �etac �monofun�fapp� RS ub�ub�monofun� ���

No subgoals

����� Die Theorie Cfun�

Die Theorie Cfun� ist in Abbildung ���� dargestellt� Sie f�uhrt die Arit�at � ���pcpo�pcpo�pcpo
ein� was durch die Theoreme minimal�cfun und cpo�cfun gerechtfertigt wird�

Dar�uberhinaus werden noch die beiden Konstanten Istrictify und strictify de�niert� Die
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De�nitionen sind so ausgef�uhrt� da� f�ur jede Operation f die strikte Variante der Operation
durch strictify�f	 bezeichnet wird�

Cfun� � Cfun� 

arities � �� �pcpo�pcpo�pcpo

consts

Istrictify �� ��� ��� �� �

strictify �� ��� ��� �� �

rules

inst�cfun�pcpo ����� � � ��cfun

Istrictify�def Istrictify�f�x� � �
z�
� x�� � z � ��

� ��x�� � z � f�x	��

strictify�def strictify � ��f x�Istrictify�f�x��

end

Abbildung ����� Theorie Cfun�

Am Beispiel der Funktion strictify zeigt sich ein Muster� das uns noch mehrmals bei der
konservativen Einf�uhrung von Operationen begegnen wird� Im ersten Schritt wird mit den
Mitteln der Logik h�oherer Stufe die Funktion Istrictify de�niert	� Im zweiten Schritt leitet
man die wesentlichen Eigenschaften der Funktion ab� Speziell versucht man zu zeigen� da�
sie stetig ist� was ein nichtriviales Unterfangen ist� Erst wenn der Stetigkeitsbeweis gelingt�
k�onnen die Eigenschaften der Funktion Istrictify mittels ��Reduktion auf die Operation
strictify �ubertragen werden� Gelingt der Beweis der Stetigkeit aber nicht� so ist die De�
�nition der Operation strictify wertlos� da die Eigenschaften der Funktion Istrictify

nicht ausgen�utzt werden k�onnen� Die Einf�uhrung der internen Konstanten� hier im Bei�
spiel Istrictify� ist zur De�nition einer Operation nicht unbedingt erforderlich� ist aber als
notationelle Abk�urzung empfehlenswert�

����� Theoreme der Theorie Cfun�

Die Theoreme der Theorie Cfun� sind in den Abbildungen ���� und ���
 abgebildet�

Die Theoreme contlub�fapp� bis contX�cfun�fun betre�en die Stetigkeit der Applikati�
onsfunktion fapp im ersten Argument� Dabei ist zum Beispiel das Theorem contlub�fapp�

logisch gleichwertig zum Theorem contlub�cfun�fun� mit dem Unterschied� da� im letzteren
die Mix�x�Schreibweise benutzt wird�

�der Pr�a�x I steht f�ur Intern�
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Die Theoreme contlub�cfun und contX�cfun beschreiben die Stetigkeit der Applikations�
funktion fapp in beiden Argumenten gleichzeitig� F�ur das Rechnen in Gleichungsketten sind
vor allem die Theoreme contlub�cfun�fun und contlub�cfun geeignet� Das dazu passende
Theorem contlub�cfun�arg wurde bereits in der Theorie Cfun� bewiesen�

contlub�fapp� contlub�fapp�

contX�fapp� contX�fapp�

contlub�cfun�fun is�chain�FY�

��lub�range�FY���x	 � lub�range��i�FY�i��x	��
contX�cfun�fun is�chain�FY�

��range��i�FY�i��x	��j lub�range�FY���x	

contlub�cfun �� is�chain�FY��is�chain�TY���
��lub�range�FY���lub�range�TY��	 �

lub�range��i�FY�i��TY�i�	��

contX�cfun �� is�chain�FY��is�chain�TY���
��range��i�FY�i��TY�i�	��j

lub�range�FY���lub�range�TY��	

contX�contX�fapp �� contX��x�ft�x���contX��x�tt�x����
��contX��x��ft�x���tt�x�	�

contX�mono�� �� �x�contX�c�x��� �y�monofun��x�c�x�y����
��monofun��x��y�c�x�y��

contX�contX�� �� �x�contX�c�x��� �y�contX��x�c�x�y����
��contX��x��y�c�x�y��

contX�contX��� ��
V
x�contX�c�x���

V
y�contX��x�c�x�y����

��contX��x��y�c�x�y��

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Cfun� � Teil �

Die Theoreme contX�contX�fapp und contX�contX��� sind von zentraler Bedeutung f�ur das
Arbeiten mit Operationen� Sie erlauben es� aus der Stetigkeit von Teiltermen auf die Stetigkeit
von Termen zu schlie�en� die mittels Applikation und Abstraktion f�ur Operationen gebildet
sind� Hier handelt es sich um die bekannten Theoreme f�ur stetige Funktionen� Im Unterschied
zur �ublichen Darstellung werden in der Formalisierung durch Logik h�oherer Stufe die freien
Variablen im Term durch die ��Abstraktion f�ur Funktionen gebunden� Statt �Term t ist stetig
in der freien Variablen x� verwendet man �die Funktion �x�t�x� ist stetig�� Bei der Anwendung
dieser Theoreme werden die Funktionsvariablen ft� tt und c durch Uni�kation h�oherer Stufe
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mit den konkreten Termen uni�ziert� An dieser Stelle sollte noch erw�ahnt werden� da� der
Term contX�c�x�� ���aquivalent zu contX��y�c�x�y�� ist� Isabelle �uberf�uhrt alle Terme
automatisch in ��Normalform� und somit wird der Term contX��y�c�x�y�� automatisch als
contX�c�x�� dargestellt� In der nicht�normalisierten Form w�are das Theorem intuitiv klarer�

Einen Term� der ausschlie�lich durch Anwendung der Applikation und Abstraktion f�ur Ope�
rationen aus Konstanten und Variablen entsteht� werde ich im folgenden als LCF�Term be�
zeichnen� da Terme dieser Bauart auch in der Logik LCF gebildet werden k�onnen� Die
Stetigkeit eines LCF�Terms in einer freien Variablen kann allein durch die Anwendung der
Theoreme contX�contX�fapp� contX�contX��� und contX�const� contX�id gezeigt wer�
den� Die Theoreme contX�const und contX�id wurden bereits in Theorie Cont bewiesen�
Als Beispiel sei der Term �z���x�f�x	��z�y		 mit der freien Variablen y genannt�

Um den Beweis der Stetigkeit f�ur LCF�Terme in Isabelle zu automatisieren� gen�ugen die
Vereinbarungen� die in Abbildung ���� dargestellt sind� Es handelt sich dabei um die konkrete
Eingabe f�ur das Isabelle�System�

val contX�lemmas � �contX�const� contX�id� contX�fapp��

contX�contX�fapp�contX�contX���	�
val contX�tac � �fn i� �resolve�tac contX�lemmas i���

val contX�tacR � �fn i� �REPEAT �contX�tac i����

Abbildung ����� Beweistaktik f�ur die Stetigkeit von LCF�Termen

Die oben genannten Theoreme werden in contX�lemmas zu einer Liste von Theoremen zu�
sammengefa�t� Das Theorem contX�fapp� wurde nur aus E�zienzgr�unden hinzugef�ugt� Die
n�achsten beiden Vereinbarungen programmieren zwei einfache Taktiken� Durch Anwendung
von contX�tac wird versucht� im Beweisziel eines der Stetigkeitstheoreme anzuwenden� Bei
Verwendung der Taktik contX�tacR werden die Stetigkeitstheoreme auf das Beweisziel und
alle neu entstehenden Teilziele wiederholt �REPEAT� angewendet� bis die Anwendung fehl�
schl�agt� oder keine Ziele mehr zu beweisen sind� Wenn der Term t�x� ein LCF�Term ist� so
wird das Beweisziel contX��x�t�x�� durch die Taktik contX�tacR stets automatisch gel�ost�

Das Beweisskript� das die Stetigkeit des vorherigen Beispielterms in der freien Variablen y

beweist� ist in Abbildung ���� dargestellt�

goal Cfun��thy �contX��y��z���x�f�x	��z�y		���
by �contX�tacR ���

No subgoals

Abbildung ����� Stetigkeitsbeweis fur einen LCF�Term

Die Abbildung ���
 zeigt die restlichen Theoreme der Theorie Cfun�� Das Theorem
strict�fapp� dr�uckt die Striktheit der Applikationsfunktion fapp im ersten Argument in
Mix�x�Schreibweise aus�
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Die restlichen Theoreme zeigen am Beispiel der Operation strictify� wie die Reduktionsei�
genschaften einer konservativ eingef�uhrten Operation schrittweise abgeleitet werden� Zuerst
zeigt man die Reduktionseigenschaften der zugrundeliegenden Funktion� Dann leitet man die
Monotonie und Stetigkeit der Funktion in allen Argumenten ab� Dies erlaubt in einem letzten
Schritt� die Reduktionseigenschaften der Funktion auf die Operation zu �ubertragen�

strict�fapp� ��x	 � �

Istrictify� Istrictify�f������
Istrictify� �x����Istrictify�f��x��f�x	

monofun�Istrictify� monofun�Istrictify�

monofun�Istrictify� monofun�Istrictify�f��

contlub�Istrictify� contlub�Istrictify�

contlub�Istrictify� contlub�Istrictify�f��

contX�Istrictify� contX�Istrictify�

contX�Istrictify� contX�Istrictify�f��

strictify� strictify�f	��	��
strictify� �x����strictify�f	�x	�f�x	

Abbildung ���
� Theoreme der Theorie Cfun� � Teil �

Mit der Ableitung der Theoreme f�ur die Propagierung der Stetigkeit und der Programmierung
der entsprechenden Taktiken contX�tac und contX�tacR ergibt sich nun auch die M�oglich�
keit� das Isabelle�Werkzeug zur Termsimpli�kation verst�arkt einzusetzen� Abbildung ���	
zeigt den ersten Schritt� mit dem der Simpli�kator an die entstehende Logik HOLCF ange�
pa�t wird� Die Anpassung des Simpli�kators wird hier nur dargestellt� um einen Eindruck vom
Umgang mit dem Isabelle�System zu vermitteln� Eine genaue Beschreibung des Simpli�kators
�ndet sich in �Pau
���

Die Liste Cfun�rews enth�alt eine Ansammlung sinnvoller Termersetzungsregeln� zu denen
vor allem die ��Reduktion f�ur Operationen geh�ort� Der Simpli�kator arbeitet mit Ter�
mersetzungsregeln bzgl� der Metagleicheit � � Theoreme der Form t��x��t��x� werden
in t��x� � t��x� umgebaut� und Theoreme der Form p werden in p � True umgebaut� Da�
neben gibt es noch weitere ra�nierte Mechanismen� mit denen Theoreme automatisch in
Simpli�kationsregeln umgeformt werden �Pau
��� Die Termersetzung ersetzt die Terme auf
der linken Seite durch die Terme auf der rechten Seite des � Zeichens� Da die Anwen�
dung der ��Reduktion stets einen Stetigkeitsbeweis als Teilziel erzeugt� wird contX�tac als
automatische Taktik zur L�osung solcher Ziele mittels setsolver eingebaut�

Im Gegensatz zur Programmierung der einfachen Taktiken contX�tac und contX�tacR geh�ort
die Anpassung des Simpli�kators bereits zu den delikateren Eingri�en in das Isabelle�System�
Neben einem tieferen Einblick in die Arbeitsweise des Simpli�kators ist auch ein gutes
Verst�andnis des gesamten Isabelle�Systems erforderlich� damit der umgebaute Simpli�kator
die gew�unschte Leistung erbringt�
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val Cfun�rews � �minimal�refl�less�beta�cfun�strict�fapp��strictify��

strictify�	�

val Cfun�ss � HOL�ss

addsimps Cfun�rews

setsolver

�fn thms �� �resolve�tac �TrueI��refl��thms�� ORELSE� atac ORELSE�

�fn i �� DEPTH�SOLVE�� �contX�tac i��

��

Abbildung ���	� Erste Anpassung des Simpli�kators

����� Beweise f�ur ausgesuchte Theoreme

In diesem Abschnitt pr�asentiere ich die Beweise f�ur die drei Theoreme contlub�fapp��
contX�contX�fapp und contX�contX��� Diese Theoreme sind wohlbekannt� werden in der
Literatur aber� wenn �uberhaupt� nur sehr ober��achlich gezeigt� Dies liegt wohl vor allem
daran� da� in der Literatur die Stetigkeit von Termen in freien Variablen nicht exakt genug
formalisiert ist� und deswegen Beweise nur skizzenhaft gef�uhrt werden k�onnen�

��
��� Beweis f�ur das Theorem contlub fapp�

Wir beginnen� indem wir uns das Beweisziel vorgeben�
val prems � goal Cfun��thy �contlub�fapp���

�� contlub�fapp�

Im ersten Schritt expandieren wir die De�nition des Pr�adikats contlub� und erhalten so�
� by �rtac contlubI ���

�� �Y� is�chain�Y�� fapp�lub�range�Y��� � lub�range��i� fapp�Y�i����

Gem�a� der Methodik des nat�urlichen Schlie�ens beweisen wir die Behauptung f�ur ein beliebi�
ges� aber festes Y und f�ugen die Pr�amisse der Implikation zu unseren Annahmen hinzu� Dies
f�uhrt zu�
� by �strip�tac ���

��
V
Y� is�chain�Y���fapp�lub�range�Y��� � lub�range��i� fapp�Y�i����

Wir m�ussen die Gleichheit zweier Funktionen zeigen� Argumentation �uber die extensionale
Gleichheit von Funktionen mittels
�x� �f��x� � �g��x����f� � �g�

� by �rtac �expand�fun�eq RS iffD�� ���

liefert�
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��
V
Y� is�chain�Y����x� lub�range�Y���x	 � lub�range��i� fapp�Y�i���� x�

Es reicht� die Behauptung f�ur ein beliebiges� aber festes x zu zeigen� Wir erhalten�
� by �strip�tac ���

��
V
Y x� is�chain�Y���lub�range�Y���x	 � lub�range��i� fapp�Y�i���� x�

Auf der linken Seite wird der Grenzwert einer Kette von Operationen auf x angewendet�
Durch Anwendung des Theorems thelub�cfun
is�chain��CCF����
lub�range��CCF��� � ��x� lub�range��i� �CCF��i��x	���

und Gleichungslogik erhalten wir�
� by �rtac �thelub�cfun RS ssubst� ���

��
V
Y x� is�chain�Y���is�chain�Y�

��
V
Y x� is�chain�Y���

��x� lub�range��i� Y�i��x	����x	 � lub�range��i� fapp�Y�i���� x�

Das erste Ziel l�osen wir trivial per Annahme� Im zweiten Ziel wenden wir auf der linken Seite
��Reduktion f�ur Operationen an� Mittels
� by �atac ���

� by �rtac �beta�cfun RS ssubst� ���

erhalten wir�
��

V
Y x� is�chain�Y���contX��x� lub�range��i� Y�i��x	���

��
V
Y x� is�chain�Y���

lub�range��i� Y�i��x	�� � lub�range��i� fapp�Y�i���� x�

Das erste Ziel wird vollst�andig durch das Theorem
is�chain��F���contX��x� lub�range��j� �F�j��x	���

� by �etac contX�lubcfun ���

gel�ost� Es verbleibt das Teilziel�
��

V
Y x� is�chain�Y���

lub�range��i� Y�i��x	�� � lub�range��i� fapp�Y�i���� x�

Auf der rechten Seite wird der Grenzwert einer Kette von Funktionen auf x angewendet�
Verwendung des Theorems thelub�fun
is�chain��S����lub�range��S��� � ��x� lub�range��i� �S��i� x����

� by �rtac �thelub�fun RS ssubst� ���

und Gleichungslogik liefert�
��

V
Y x� is�chain�Y���is�chain��i� fapp�Y�i���

��
V
Y x� is�chain�Y���lub�range��i� Y�i��x	�� � lub�range��i� Y�i��x	��

Das erste Teilziel l�osen wir �uber die Monotonie der Applikationsfunktion f�ur Operationen�
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das zweite wird trivial per Re�exivit�at gel�ost�
� by �etac �monofun�fapp� RS ch�ch�monofun� ���

� by �rtac refl ���

No subgoals

��
��� Beweis f�ur das Theorem contX�contX fapp

Wir erzeugen das initiale Beweisziel mittels
� val prems � goal Cfun��thy

��� contX��x�ft�x���contX��x�tt�x������contX��x��ft�x���tt�x�	���

� by �cut�facts�tac prems ���

und erhalten�
�� �� contX�ft�� contX�tt�����contX��x� ft�x��tt�x�	�

In der Theorie Cont haben wir schon das Theorem contX�contX�app�

�� contX��ft��
V
x�contX��ft�x���contX��tt�����contX��x� �ft�x� �tt�x���

bewiesen� Wir wenden das Theorem an� wobei erst der zweite vom System vorgeschlagene
Uni�kator das erw�unschte Ergebnis liefert� Wir erhalten�
� by �rtac contX�contX�app� ���

� back���

�� �� contX�ft�� contX�tt�����contX��u� fapp�ft�u���

��
V
x� �� contX�ft�� contX�tt�����contX�fapp�ft�x���

�� �� contX�ft�� contX�tt�����contX�tt�

Das erste Teilziel verr�at uns� da� die Uni�kationsvariable �ft des Theorems mit dem Term
�u� fapp�ft�u�� uni�ziert wurde� Wir wenden erneut das Theorem contX�contX�app� auf
das erste Teilziel an� und erhalten diesmal mit Uni�kation von �ft und �u� fapp folgenden
Beweiszustand�
� by �rtac contX�contX�app� ���

�� �� contX�ft�� contX�tt�����contX��u� fapp�

��
V
u� �� contX�ft�� contX�tt�����contX�fapp�

�� �� contX�ft�� contX�tt�����contX�ft�

��
V
x� �� contX�ft�� contX�tt�����contX�fapp�ft�x���

�� �� contX�ft�� contX�tt�����contX�tt�

Alle f�unf Teilziele sind einfach zu l�osen� Ziel � l�osen wir durch die Stetigkeit von Konstanten�
Die Ziele � und � werden trivial per Annahme gel�ost� Die Ziele � und � werden durch die
Stetigkeit der Applikationsfunktion im ersten und im zweiten Argument gel�ost�
� by �rtac contX�const ���

� by �rtac contX�fapp� ���

� by �atac ���



��
 Theorien f�ur Operationen ��

� by �rtac contX�fapp� ���

� by �atac ���

No subgoals

��
��� Beweis f�ur das Theorem contX�contX �

Wir beginnen� indem wir das initiale Beweisziel erzeugen�
� val prems � goal Cfun��thy

��� �x�contX�c��x��� �y�contX��x�c��x�y������contX��x� �y� c��x�y����

� by �cut�facts�tac prems ���

�� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y������
contX��x� �y� c��x� y��

Zuerst f�uhren wir den Nachweis der Stetigkeit auf die Beweise f�ur Monotonie und Vertausch�
barkeit des Grenzwerts zur�uck�
�� monofun��f�� contlub��f�����contX��f�

� by �rtac monocontlub�contX ���

Wir erhalten die beiden Teilziele�
�� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y������

monofun��x� �y� c��x� y��

�� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y������
contlub��x� �y� c��x� y��

Das erste Teilziel l�osen wir durch das Hilfstheorem contX�mono��
�� �x� contX��c��x��� �y� monofun��x� �c��x� y������

monofun��x� �y� �c��x� y��

und Verwendung der Stetigkeitsannahmen im Kontext� Anwendung des Skripts
� by �etac contX�mono�� ���

� by �rtac �contX�mono RS allI� ���

� by �etac spec ���

l�ost das erste Teilziel vollst�andig� Es verbleibt�
�� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y������

contlub��x� �y� c��x� y��

Wir expandieren die De�nition des Pr�adikats contlub und erhalten�
� by �rtac contlubI ���

�� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y������
�Y� is�chain�Y��

��y� c��lub�range�Y��� y�� � lub�range��i� �y� c��Y�i�� y���
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Wir beweisen die Behauptung f�ur ein beliebiges� aber festes Y und �ubernehmen die Pr�amisse
der Implikation in den Annahmenkontext�
� by �strip�tac ���

��
V
Y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

��y� c��lub�range�Y��� y�� � lub�range��i� �y� c��Y�i�� y���

Auf der rechten Seite der Gleichung steht der Grenzwert einer Kette von Operationen� An�
wendung des Theorems thelub�cfun
is�chain��CCF����
lub�range��CCF��� � ��x� lub�range��i� �CCF��i��x	���

und Gleichungslogik liefert�
� by �rtac �thelub�cfun RS ssubst� ���

��
V
Y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

is�chain��i� �y� c��Y�i�� y��

��
V
Y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

��y� c��lub�range�Y��� y�� �

��x� lub�range��i� ��y� c��Y�i�� y���x	���

Das erste Ziel l�osen wir durch erneute Anwendung des Hilfstheorems contX�mono�� und Stan�
dardargumentation �uber die Propagierung von Ketten unter Verwendung der Annahmen im
Kontext� Durch Anwendung des folgenden Skripts wird das erste Teilziel vollst�andig gel�ost�
� by �rtac �contX�mono�� RS ch�ch�monofun� ���

� by �atac ���

� by �rtac �contX�mono RS allI� ���

� by �etac spec ���

� by �atac ���

Es verbleibt das Teilziel�
��

V
Y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

��y� c��lub�range�Y��� y�� �

��x� lub�range��i� ��y� c��Y�i�� y���x	���

Wir m�ussen nun die Gleichheit zweier Abstraktionen f�ur Operationen zeigen� Erinnern wir
uns� da� �x�t�x� eine Abk�urzung f�ur fabs��x�t�x�� ist� Auf beiden Seiten der Gleichung
wird also die Funktion fabs angewendet� Mit Hilfe des Kongruenztheorems
�x � �y���f��x� � �f��y�

� by �res�inst�tac ���f���fabs��	 arg�cong ���

reduzieren wir zu�
��

V
Y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

c��lub�range�Y��� � ��x� lub�range��i� ��y� c��Y�i�� y���x	���

Eine weitere Argumentation �uber die extensionale Gleichheit von Funktionen liefert dann�
� by �rtac ext ���
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��
V
Y y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

c��lub�range�Y��� y� � lub�range��i� ��y� c��Y�i�� y���y	��

Als n�achstes f�uhren wir in einem Teilterm der rechten Seite ��Reduktion f�ur Operationen
durch�
� by �rtac �beta�cfun RS ext RS ssubst� ���

��
V
Y y x�

�� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����
contX�c��x��

��
V
Y y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

c��lub�range�Y��� y� � lub�range��i� c��Y�i�� y���

Das erste Teilziel l�osen wir trivial durch die Annahme contX�c��x��� Es verbleibt�
� by �etac spec ���

��
V
Y y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

c��lub�range�Y��� y� � lub�range��i� c��Y�i�� y���

Nun bringen wir die zweite Annahme �y�contX��x� c��x� y�� ins Spiel� Mittels
�� contX��f��� is�chain��x������

�f��lub�range��x���� � lub�range��i� �f���x��i����

� by �rtac �contX�contlub RS contlubE RS spec RS mp � ���

reduzieren wir zu�
��

V
Y y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

contX��u� c��u� y��

��
V
Y y� �� �x� contX�c��x��� �y� contX��x� c��x� y��� is�chain�Y�����

is�chain�Y�

Diese beiden Teilziele l�osen wir trivial mit Hilfe des Annahmenkontextes�
� by �etac spec ���

� by �atac ���

No subgoals

��� Theorien f�ur das strikte Produkt

In diesem Abschnitt f�uhre ich den Konstruktor �� f�ur das strikte Produkt zweier Bereichsty�
pen ein� �Ahnlich wie bei der konservativen Einf�uhrung des Konstruktors � f�ur Operationen
werden hierf�ur mehrere Teilschritte ben�otigt�

Am Beispiel des strikten Produkts werde ich die konservative Einf�uhrung eines Typkonstruk�
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tors nochmals ausf�uhrlich behandeln� Die Einf�uhrung der anderen Typkonstruktoren� karte�
sisches Produkt � in Abschnitt ��
� strikte Summe  in Abschnitt ���	 und Lifting ���u in
Abschnitt ����� werde ich dagegen knapper halten� da sie durch ein jeweils analoges Vorgehen
bewerkstelligt wurde�

����� Die Theorie Sprod�

Zun�achst wird der Typkonstruktor �� gem�a� der Methode f�ur konservative Erweiterung mit
der Arit�at �pcpo�pcpo�term eingef�uhrt� Die Klasse pcpo auf Argumentposition bringt zum
Ausdruck� da� als Argumente des Typkonstruktors nur Bereichstypen zugelassen sind� Die
Beschr�ankung auf pcpo�Typen ist notwendig� da sonst die Striktheit des Produkts in der
Kodierung der Repr�asentanten nicht ausgedr�uckt werden k�onnte� Die Ordnungsinformation
der Argumente wird sp�ater auch dazu verwendet� um eine pcpo�Struktur f�ur das strikte
Produkt zu de�nieren� Man beachte� da� ohne die Verwendung von Typklassen die De�nition
des Konstruktors �� f�ur das strikte Produkt gar nicht m�oglich w�are�

Der Typkonstruktor � f�ur das kartesische Produkt mit Arit�at �term�term�term� siehe Abbil�
dungen ��� und ��� in Kapitel �� konnte f�ur die Kodierung der Repr�asentation nicht gewinn�
bringend verwendet werden� Die direkte Kodierung der Repr�asentanten war einfacher� Die
Theorie ist in Abbildung ���� dargestellt�

Sprod� � Cfun� 

types �� � �infixr ���

arities �� �� �pcpo�pcpo�term

consts

Sprod �� ��� � � bool�set

Spair�Rep �� ����	� ����	� bool

Rep�Sprod �� �� �� ��� ��� � � bool�

Abs�Sprod �� ��� � � bool�� �� �� ��
Ispair �� ����	� �� �� ��

Isfst �� �� �� ��� �
Issnd �� �� �� ��� �

rules

Spair�Rep�def Spair�Rep � ��a b� �x y�

��a�� � �b�� � x�a � y�b ��

Sprod�def Sprod � �f� �a b� f � Spair�Rep�a�b��

Rep�Sprod Rep�Sprod�p��Sprod
Rep�Sprod�inverse Abs�Sprod�Rep�Sprod�p�� � p

Abs�Sprod�inverse f�Sprod��Rep�Sprod�Abs�Sprod�f�� � f
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Ispair�def Ispair�a�b� � Abs�Sprod�Spair�Rep�a�b��

Isfst�def Isfst�p� � 
z�
�p�Ispair������ z���

� ��a b� �a�� � �b�� � p�Ispair�a�b�� z�a�

Issnd�def Issnd�p� � 
z�

�p�Ispair������ z���
� ��a b� �a�� � �b�� � p�Ispair�a�b�� z�b�

end

Abbildung ����� Theorie Sprod�

Die Menge Sprod ist die Menge der Repr�asentanten f�ur Paare� Als Repr�asentanten werden
zweistellige Pr�adikate �uber den Argumenttypen �pcpo und �pcpo verwendet� Die explizite
Angabe der Klasse pcpo kann wegen der default�Einstellung entfallen� die in der Theo�
rie Cont vorgenommen wurde� Die De�nition der Repr�asentantenmenge wird durch Axiom
Sprod�def vorgenommen� Dazu wird die Hilfsfunktion Spair�Rep verwendet� die in Axiom
Spair�Rep�def de�niert wird� Die Kodierung der Paare orientiert sich an der �ublichen Ko�
dierung �GM
�� Pau
�� f�ur das kartesische Produkt� die f�ur das strikte Produkt angepa�t
wurde� Die Theoreme zur Theorie Sprod� werden zeigen� da� die vorliegende Kodierung
wirklich das strikte Produkt repr�asentiert�

Es ist leicht einzusehen� da� die Repr�asentantenmenge nicht leer ist� da Spair�Rep�a�b� f�ur
beliebiges a und b in Sprod liegt� Somit ist die Konservativit�at der Typde�nition sicherge�
stellt� die durch die drei Axiome Rep�Sprod� Rep�Sprod�inverse und Abs�Sprod�inverse

nach dem �ublichen Schema erfolgt�

Zuletzt werden noch interne Konstanten de�niert� Ispair ist die Konstruktorfunktion f�ur
strikte Paare� und Isfst und Issnd sind die Destruktoren�
� Die entsprechenden Opera�
tionen spair� sfst und ssnd werden erst in Theorie Sprod� eingef�uhrt� wenn gen�ugend
Eigenschaften f�ur die internen Funktionen gezeigt wurden�

����� Theoreme der Theorie Sprod�

Die Theoreme der Theorie Sprod� sind in Abbildung ���� dargestellt� Sie beschreiben die
wichtigen Eigenschaften des Typs der strikten Produkte�

Als allererstes erfolgt mittels SprodI wieder die Rechtfertigung f�ur die Typde�nition�
Die Theoreme inj�onto�Abs�Sprod bis inject�Spair�Rep beschreiben Eigenschaften der
Repr�asentations� und Abstraktionsfunktion� Im Beweis f�ur dieses Theorem mu� noch mit der
kryptischen Kodierung f�ur die Paare hantiert werden� danach kann man davon abstrahieren�

Die Theoreme inject�Ispair bis defined�Ispair beschreiben Eigenschaften der Konstruk�
torfunktion Ispair� Danach folgen die Aussch�opfungseigenschaft f�ur strikte Paare Exh�Sprod
und das entsprechende Eliminationstheorem IsprodE�

�	Ispair steht f�ur internes striktes Paaren� Isfst steht f�ur interne strikte Selektion der ersten Komponente�
Issnd steht f�ur interne strikte Selektion der zweiten Komponente�
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SprodI Spair�Rep�a�b��Sprod

inj�onto�Abs�Sprod inj�onto�Abs�Sprod�Sprod�

strict�Spair�Rep �a�� � b���
���Spair�Rep�a�b� � Spair�Rep������

defined�Spair�Rep�rev �Spair�Rep�a�b� � Spair�Rep������
���a�� � b���

inject�Spair�Rep �� �aa�� � �ba�� �

Spair�Rep�a�b��Spair�Rep�aa�ba���
��a�aa � b�ba

inject�Ispair �� �aa�� � �ba�� � Ispair�a�b��Ispair�aa�ba���
��a�aa � b�ba

strict�Ispair �a�� � b�����Ispair�a�b��Ispair�����
strict�Ispair� Ispair���b� � Ispair�����
strict�Ispair� Ispair�a��� � Ispair�����
strict�Ispair�rev �Ispair�x�y��Ispair��������x�� � �y��
defined�Ispair�rev Ispair�a�b� � Ispair��������a � � � b � ��
defined�Ispair �� �a��� �b��������Ispair�a�b� � Ispair������

Exh�Sprod z�Ispair����� �
��a b� z�Ispair�a�b� � �a�� � �b���

IsprodE �� p�Ispair�������Q �V
x y� �� p�Ispair�x�y���x�� � �y������Q����Q

strict�Isfst p�Ispair�������Isfst�p���
strict�Isfst� Isfst�Ispair���y�� � �
strict�Isfst� Isfst�Ispair�x���� � �
strict�Issnd p�Ispair�������Issnd�p���
strict�Issnd� Issnd�Ispair���y�� � �
strict�Issnd� Issnd�Ispair�x���� � �

Isfst �� �x�� ��y������Isfst�Ispair�x�y�� � x

Issnd �� �x�� ��y������Issnd�Ispair�x�y�� � y

Isfst� �y����Isfst�Ispair�x�y���x

Issnd� �x����Issnd�Ispair�x�y���y

defined�IsfstIssnd �p�Ispair��������Isfst�p��� � �Issnd�p���
surjective�pairing�Sprod z � Ispair�Isfst�z���Issnd�z��

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Sprod�

Die Theoreme strict�Isfst bis defined�IsfstIssnd beschreiben De�niertheits� und Re�
duktionseigenschaften der Selektoren Isfst und Issnd� Das letzte Theorem ist eine alterna�
tive Formulierung der Aussch�opfungseigenschaft�
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����� Die Theorie Sprod�

In der Theorie Sprod� wird eine Ordnungsrelation f�ur das strikte Produkt de�niert� Sie st�utzt
sich auf die Ordnung der Argumenttypen ab� Die Theorie ist in Abbildung ���� dargestellt�

Sprod� � Sprod� 

consts less�sprod�� ��� �� ����� �� ��	� bool

rules

less�sprod�def less�sprod�p��p��� 
z�

� p��Ispair������ z � True�

� ��p��Ispair������ z � � Isfst�p�� v Isfst�p�� �
Issnd�p�� v Issnd�p����

end

Abbildung ����� Theorie Sprod�

����� Theoreme der Theorie Sprod�

Die Theoreme der Theorie Sprod� sind in Abbildung ���� abgebildet�

less�sprod�a p��Ispair�������less�sprod�p��p��

less�sprod�b �p��Ispair�������
less�sprod�p��p�� �

� Isfst�p�� v Isfst�p�� � Issnd�p�� v Issnd�p���

less�sprod�a less�sprod�Ispair�x�y��Ispair��������x � � � y � �
less�sprod�b less�sprod�p�Ispair��������p � Ispair�����
less�sprod�c �� less�sprod�Ispair�xa�ya��Ispair�x�y���

�xa � � � �ya � �� �x � � � �y � ���
��xa v x � ya v y

refl�less�sprod less�sprod�p�p�

antisym�less�sprod �� less�sprod�p��p���less�sprod�p��p������p��p�

trans�less�sprod �� less�sprod�p��p���less�sprod�p��p����
��less�sprod�p��p��

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Sprod�

Die Theoreme less�sprod�a bis less�sprod�c sind Hilfstheoreme� die es schlu�endlich ge�
statten� die Eigenschaften einer partiellen Ordnung refl�less�sprod bis trans�less�sprod
f�ur die Funktion less�sprod nachzuweisen�
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����	 Die Theorie Sprod�

In der Theorie Sprod� wird die neue Arit�atsvereinbarung �����pcpo�pcpo�po nebst In�
stantiierung des polymorphen Ordnungssymbols vorgenommen� was durch die Theoreme
refl�less�sprod bis trans�less�sprod aus der Theorie Sprod� gerechtfertigt wird� Die
Theorie ist in Abbildung ���� dargestellt�

Sprod� � Sprod� 

arities �����pcpo�pcpo�po

rules

inst�sprod�po � v ���� �� ��� �� �	� bool� � less�sprod

end

Abbildung ����� Theorie Sprod�

����� Theoreme der Theorie Sprod�

Die Theoreme der Theorie Sprod� sind in Abbildung ���� dargestellt� Die Theo�
reme less�sprod�a bis less�sprod�c entsprechen den Theoremen less�sprod�a bis
less�sprod�c aus Abbildung ����� Sie machen die gleiche logische Aussage� mit dem Unter�
schied� da� jetzt das polymorphe Ordnungssymbol v verwendet wird� Dies erleichtert zum
einen die Notation� erm�oglicht aber vor allem� die polymorphen Theoreme bez�uglich v auf
die Ordnungsrelation less�sprod anzuwenden�

Die beiden Theoreme minimal�sprod und cpo�sprod weisen nach� da� das strikte Produkt
durch die Ordnung less�sprod eine pcpo�Struktur erh�alt� Die Theoreme monofun�Ispair�
bis monofun�Issnd weisen die Monotonie des Konstruktors Ispair und der Selektoren Isfst

und Issnd nach�

less�sprod�a p��Ispair�������p� v p�

less�sprod�b �p��Ispair�������
�p� v p�� � �Isfst�p�� v Isfst�p�� � Issnd�p�� v Issnd�p���

less�sprod�b p v Ispair�������p � Ispair�����
less�sprod�a Ispair�a�b� v Ispair�������a � � � b � �
less�sprod�c �� Ispair�xa�ya� v Ispair�x�y���xa����ya����x����y����

��xa v x � ya v y

minimal�sprod Ispair����� v p

monofun�Ispair� monofun�Ispair�

monofun�Ispair� monofun�Ispair�x��

monofun�Ispair �� x� v x�� y� v y�����Ispair�x��y�� v Ispair�x��y��
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monofun�Isfst monofun�Isfst�

monofun�Issnd monofun�Issnd�

lub�sprod �� is�chain�S���
��range�S��j Ispair�lub�range��i�Isfst�S�i�����

lub�range��i�Issnd�S�i�����

thelub�sprod is�chain�S����lub�range�S��� �

Ispair�lub�range��i� Isfst�S��i�����

lub�range��i� Issnd�S��i�����

cpo�sprod is�chain�S��nat� ��������x�range�S��j x

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Sprod�

����� Die Theorie Sprod�

Die Theorie Sprod� stellt den letzten Schritt in der Einf�uhrung des strikten Produkts dar�
Die Theorie ist in Abbildung ���� abgebildet�

Sprod� � Sprod� 

arities �� �� �pcpo�pcpo�pcpo

consts

�spair �� �� � � ������ � ���� ��������	 ����

cop �spair �� �� � � ������ � spair �

sfst �� ������� �
ssnd �� ������� �
ssplit �� ��� � � ��� ������� �

translations x��y � spair�x	�y	

rules

inst�sprod�pcpo ������� � Ispair�����
spair�def spair � ��x y�Ispair�x�y��

sfst�def sfst � ��p�Isfst�p��
ssnd�def ssnd � ��p�Issnd�p��
ssplit�def ssplit � ��f� strictify��p�f�sfst�p		�ssnd�p			�
end

Abbildung ����� Theorie Sprod�
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Eine Aufgabe der Theorie Sprod� ist die Einf�uhrung der neuen Arit�at �����pcpo�pcpo�pcpo
und die Instantiierung f�ur das kleinste Element bzgl� der Ordnungsrelation in Axiom
inst�sprod�pcpo� Dies wird durch die Theoreme minimal�sprod und cpo�sprod der Theorie
Sprod� gerechtfertigt�

Dar�uberhinaus werden die den internen Funktionen Ispair� Isfst und Issnd entsprechen�
den Operationen spair� sfst und ssnd eingef�uhrt� F�ur die Paarbildung spair wird eine
In�x�Schreibweise vereinbart� die es erlaubt� statt spair�x	�y	 kurz x��y zu schreiben�
Der In�x�Konstruktor �� wurde rechtsassoziierend eingef�uhrt� was die bequeme Schach�
telung von Paaren erlaubt� Damit k�onnen n�stellige Produkte simuliert werden� Statt
spair�x	�spair�y	�z		 schreibt man kurz x��y��z�

Die Einf�uhrung einer In�x�Operation mit zugeh�origer Bindungspriorit�at ist derzeit noch etwas
umst�andlich in Isabelle� Um die In�x�Schreibweise ���� f�ur den Konstruktor spair zu ver�
einbaren� waren die beiden f�ur Isabelle internen Konstanten ��spair� und �cop �spair� n�otig�
Die �Ubersetzung der Mix�x�Schreibweise x��y in die Isabelle�interne Pr�a�xschreibweise mit�
tels spair�x	�y	 �parse translation� wird durch die Vereinbarung hinter dem Schl�usselwort
translations erreicht� Die R�uck�ubersetzung in die Mix�x�Schreibweise bei der Ausgabe
wird durch ein spezielles ML�Programm �print translation� f�ur die Applikationsfunktion fapp

geleistet� das sich am Standard�Pr�a�x �cop �� f�ur In�x�Operationen orientiert� Der �Uberset�
zungsapparat mittels dem Schl�usselwort translations war f�ur die R�uck�ubersetzung nicht
m�achtig genug� Der Mechanismus zur Einf�uhrung von Mix�x�Operationen in Isabelle wird
im folgenden noch mehrfach verwendet werden und wird sich dadurch selbst erkl�aren� Die
Interna sind im Rahmen dieser Arbeit uninteressant�

Als letztes wird in der Theorie Sprod� das Diskriminatorfunktional ssplit als Operation ein�
gef�uhrt� Die Reduktionseigenschaften von ssplit k�onnen den Theoremen zur Theorie Sprod�
in Abbildung ���
 entnommen werden� Bei der De�nition von ssplit ist die Verwendung
der Operation strictify aus Theorie Cfun� von entscheidender Bedeutung� um ein striktes
Verhalten der Operation ssplit im Paarargument zu erreichen�

����� Theoreme der Theorie Sprod�

Die Theoreme der Theorie Sprod� sind in den Abbildungen ���� und ���
 dargestellt� Im
ersten Teil in Abbildung ���� sind Theoreme enthalten� die die Stetigkeit der Funktionen
Ispair� Isfst und Issnd zeigen� Die wesentliche Beweisarbeit steckt dabei in den Hilfstheo�
remen sprod��lemma� bis sprod��lemma��

sprod��lemma� �� is�chain�Y�� x�� �� lub�range�Y���� �����
Ispair�lub�range�Y���x� �

Ispair�lub�range��i� Isfst�Ispair�Y�i��x�����

lub�range��i� Issnd�Ispair�Y�i��x�����

sprod��lemma� �� is�chain�Y�� �x � �� lub�range�Y�� � �����
Ispair�lub�range�Y���x� �

Ispair�lub�range��i� Isfst�Ispair�Y�i��x�����

lub�range��i� Issnd�Ispair�Y�i��x�����
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sprod��lemma� �� is�chain�Y�� x � �����
Ispair�lub�range�Y���x� �

Ispair�lub�range��i� Isfst�Ispair�Y�i��x�����

lub�range��i� Issnd�Ispair�Y�i��x�����

sprod��lemma� �� is�chain�Y�� �x � �� �lub�range�Y�� � �����
Ispair�x�lub�range�Y��� �

Ispair�lub�range��i� Isfst�Ispair�x�Y�i������

lub�range��i� Issnd�Ispair�x�Y�i������

sprod��lemma� �� is�chain�Y�� �x � �� lub�range�Y�� � �����
Ispair�x�lub�range�Y��� �

Ispair�lub�range��i� Isfst�Ispair�x�Y�i������

lub�range��i� Issnd�Ispair�x�Y�i������

sprod��lemma� �� is�chain�Y�� x � �����
Ispair�x�lub�range�Y��� �

Ispair�lub�range��i� Isfst�Ispair�x�Y�i������

lub�range��i� Issnd�Ispair�x�Y�i������

contX�Ispair� contX�Ispair�

contX�Ispair� contX�Ispair�x��

contX�Isfst contX�Isfst�

contX�Issnd contX�Issnd�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Sprod� � Teil �

In Abbildung ���
 sind unter anderem die Reduktionseigenschaften der in Theorie Sprod�

eingef�uhrten Operationen formuliert� Daneben werden die bereits bekannten und f�ur den
sp�ateren Gebrauch wichtigen Eigenschaften des strikten Produkts unter Verwendung der
Operationen ausgedr�uckt� Die Beweise f�ur die Theoreme in Abbildung ���
 sind alle von
den Stetigkeitsresultaten aus Abbildung ���� abh�angig�

Als letztes ist noch die Vereinbarung der Liste von Theoremen Sprod�rews gezeigt� die die
Grundlage f�ur eine Menge von Termersetzungsregeln bildet� mit denen der Simpli�kator bei
Beweisen �uber strikte Produkte gef�uttert werden kann�

spair�eq �� x��x��y��y�����x���y� � x���y�

inject�spair �� �aa�� � �ba�� � �a��b���aa��ba�����a�aa � b�ba

inst�sprod�pcpo� � � ������

strict�spair �a�� � b������a��b���
strict�spair� ����b� � �
strict�spair� �a���� � �
strict�spair�rev ��x��y������x�� � �y��
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defined�spair�rev �a��b� � ����a � � � b � ��
defined�spair �� �a��� �b��������a��b� � �

Exh�Sprod� z�� � ��a b� z��a��b� � �a�� � �b���
sprodE �� p����Q�V

x y� �� p��x��y���x�� � �y������Q����Q

strict�sfst p����sfst�p	��
strict�sfst� sfst����y	 � �
strict�sfst� sfst�x���	 � �
strict�ssnd p����ssnd�p	��
strict�ssnd� ssnd����y	 � �
strict�ssnd� ssnd�x���	 � �

sfst� �y����sfst�x��y	�x

ssnd� �x����ssnd�x��y	�y

defined�sfstssnd �p�����sfst�p	�� � �ssnd�p	��

surjective�pairing�Sprod� �sfst�p	 �� ssnd�p	� � p

less�sprod�b �p������p� v p�� �

�sfst�p�	 v sfst�p�	 � ssnd�p�	 v ssnd�p�	�

less�sprod�c �� xa��ya v x��y��xa����ya����x����y����
��xa v x � ya v y

lub�sprod� �� is�chain�S�����range�S��j
�lub�range��i�sfst�S�i�	����lub�range��i�ssnd�S�i�	���

thelub�sprod� is�chain�S��

��lub�range�S��� � �lub�range��i� sfst�S��i�	����

lub�range��i� ssnd�S��i�	���

ssplit� ssplit�f	��	��
ssplit� �� �x����y������ssplit�f	�x��y	�f�x	�y	

ssplit� ssplit�spair	�z	�z

val Sprod�rews � �strict�spair��strict�spair��strict�sfst��strict�sfst��

strict�ssnd��strict�ssnd��sfst��ssnd��

ssplit��ssplit�	�

Abbildung ���
� Theoreme der Theorie Sprod� � Teil �
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��� Theorien f�ur das kartesische Produkt

In diesem Abschnitt stelle ich die Theorien f�ur das kartesische Produkt vor� Die konservative
Einf�uhrung des Typkonstruktors gliedert sich auch hier wieder in mehrere Schritte� Da diese
aber analog zur Einf�uhrung des strikten Produkts vollzogen wird� fasse ich mich diesmal sehr
kurz und stelle nur die einzelnen Theorien mit wenigen Kommentaren dar� In Abschnitt
��
�� werden dann nur diejenigen Theoreme aufgelistet� die f�ur das sp�atere Arbeiten mit dem
kartesischen Produkt relevant sind�

���� Die Theorie Cprod�

Im Gegensatz zum strikten Produkt ist die Formalisierung des kartesischen Produkts schon
teilweise in Isabelle�HOL vorweggenommen worden� Ausz�uge aus dieser Formalisierung sind
in den Abbildungen ��� und ��� aus Kapitel � dargestellt� Daher k�onnen wir schon auf dem
Typkonstruktor � mit Arit�at �term�term�term aufsetzen und mit einer De�nition f�ur die
partielle Ordnung beginnen� Bei der De�nition gehen wir davon aus� da� der Konstruktor
� auf Bereichstypen angewendet wird� Die diesbez�ugliche Theorie ist in Abbildung ����
dargestellt�

Cprod� � Cfun� 

consts

less�cprod �� ���pcpo � �pcpo���� � ��	� bool

rules

less�cprod�def less�cprod�p��p��� � fst�p�� v fst�p�� �
snd�p�� v snd�p���

end

Abbildung ���	� Theorie Cprod�

���� Die Theorie Cprod�

In der Theorie Cprod� wird die Arit�atsvereinbarung ����pcpo�pcpo�po zusammen mit der
Instantiierung f�ur das polymorphe Ordnungssymbol v durchgef�uhrt� Die entsprechenden
Theoreme zur Rechtfertigung dieser Vorgehensweise wurden in der Theorie Cprod� bewiesen�
Die Theorie Cprod� ist in Abbildung ���� dargestellt�
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Cprod� � Cprod� 

arities � �� �pcpo�pcpo�po

rules

inst�cprod�po � v ���� � ��� � �	� bool� � less�cprod

end

Abbildung ����� Theorie Cprod�

���� Die Theorie Cprod�

In der Theorie Cprod� wird die Arit�atsvereinbarung ����pcpo�pcpo�pcpo mit zugeh�origer
Instanz f�ur das kleinste Element � im Bereich eingef�uhrt� Die entsprechenden Theoreme zur
Rechtfertigung wurden in der Theorie Cprod� bewiesen� Die Theorie ist in Abbildung ����
dargestellt�

Weiterhin werden die den Funktionen Pair� fst und snd entsprechenden Operationen cpair�
cfst und csnd eingef�uhrt� Die Operation csplit st�utzt sich nicht auf die Funktion split

ab� sondern wird analog zum strikten Produkt �uber die Destruktoren de�niert�

F�ur die Konstruktor�Operation cpair wird analog zum strikten Produkt eine nach rechts
assoziierende In�x�Schreibweise eingef�uhrt� Statt cpair�x	�cpair�y	�z		 darf man kurz
x�y�z schreiben�

Cprod� � Cprod� 

arities � �� �pcpo�pcpo�pcpo

consts

�cpair �� �� � � ����� � ��� ��������	 ����

cop �cpair �� �� � � ����� � cpair �

cfst �� ������ �

csnd �� ������ �
csplit �� ��� � � ��� ������ �

translations x�y � cpair�x	�y	

rules

inst�cprod�pcpo ������ � 
����

cpair�def cpair � ��x y�
x�y��
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cfst�def cfst � ��p�fst�p��
csnd�def csnd � ��p�snd�p��
csplit�def csplit � ��f p�f�cfst�p		�csnd�p		�

end

Abbildung ����� Theorie Cprod�

���� Theoreme der Theorie Cprod�

In diesem Abschnitt werden die anwendungsrelevanten Eigenschaften f�ur das kartesische Pro�
dukt dargestellt� Die Theoreme sind in Abbildung ���� aufgelistet� Als letztes ist die Vereinba�
rung der Liste Cprod�rews gezeigt� die die Basis f�ur Termsimpli�ktion bez�uglich kartesischer
Produkte ist�

inject�cpair �a�b���aa�ba���a�aa � b�ba

inst�cprod�pcpo� � � �����
defined�cpair�rev �a�b� � ���a � � � b � �

Exh�Cprod� �a b� z��a�b�

cprodE ��
V
x y� �� p��x�y�����Q����Q

cfst� cfst�x�y	�x

csnd� csnd�x�y	�y

surjective�pairing�Cprod� �cfst�p	 � csnd�p	� � p

less�cprod�b �p� v p�� � �cfst�p�	 v cfst�p�	 � csnd�p�	 v csnd�p�	�

less�cprod�c xa�ya v x�y��xa v x � ya v y

lub�cprod� �� is�chain�S�����range�S��j
�lub�range��i�cfst�S�i�	�� � lub�range��i�csnd�S�i�	���

thelub�cprod� is�chain�S��

��lub�range�S��� � lub�range��i� cfst�S��i�	���

lub�range��i� csnd�S��i�	��

csplit� csplit�f	�x�y	�f�x	�y	

csplit� csplit�cpair	�z	�z

val Cprod�rews � �cfst��csnd��csplit�	�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Cprod�
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��� Theorien f�ur die strikte Summe

In diesem Abschnitt beschreibe ich die Theorien f�ur die strikte Summe� Die konservative
Einf�uhrung des Typkonstruktors  gliedert sich in mehrere Schritte� die der Einf�uhrung
des strikten Produkts entsprechen� Daher fasse ich mich kurz und stelle nur die einzelnen
Theorien mit wenigen Kommentaren dar� In Abschnitt ���	�� werden dann nur diejenigen
Theoreme aufgelistet� die f�ur das sp�atere Arbeiten mit dem Typ der strikten Summe relevant
sind� Die Probleme beim Beweisen der Theoreme f�ur die strikte Summe waren� wie nicht
anders zu erwarten� dual zu denen des strikten Produkts gelagert�

������ Die Theorie Ssum�

Analog zum strikten Produkt mu� in einem ersten Schritt der Typkonstruktor  f�ur die
strikte Summe mit der Arit�at �pcpo�pcpo�term eingef�uhrt werden� Der Typkonstruktor
 f�ur die Summe� der schon in Isabelle�HOL eingef�uhrt wurde� siehe Abbildungen ��� und
��� in Kapitel �� war f�ur die Kodierung der Repr�asentation nicht geeignet� Die Kodierung
f�ur die strikte Summe  orientiert sich aber an der �ublichen Kodierung �GM
�� Pau
�� f�ur
die Summe � Die Theorie Ssum�� die den Typkonstruktor einf�uhrt� ist in Abbildung ����
abgebildet�

Ssum� � Cfun� 

types  � �infixr ���

arities  �� �pcpo�pcpo�term

consts

Ssum �� ������bool	� bool�set

Sinl�Rep �� �������bool	� bool

Sinr�Rep �� �������bool	� bool

Rep�Ssum �� ��  ��� ������bool	� bool�

Abs�Ssum �� ������bool	� bool�� ��  ��
Isinl �� �� ��  ��

Isinr �� � � ��  ��
Iwhen �� ��� ��� �� � ��� ��  ��� �

rules

Sinl�Rep�def Sinl�Rep � ��a��x y p���a��� x�a � p��

Sinr�Rep�def Sinr�Rep � ��b��x y p���b��� y�b � �p��

Ssum�def Ssum � �f���a�f�Sinl�Rep�a�� � ��b�f�Sinr�Rep�b���

Rep�Ssum Rep�Ssum�p��Ssum
Rep�Ssum�inverse Abs�Ssum�Rep�Ssum�p�� � p
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Abs�Ssum�inverse f�Ssum��Rep�Ssum�Abs�Ssum�f�� � f

Isinl�def Isinl�a� � Abs�Ssum�Sinl�Rep�a��

Isinr�def Isinr�b� � Abs�Ssum�Sinr�Rep�b��

Iwhen�def Iwhen�f��g��s� � 
z�

�s�Isinl���� z���
� ��a� �a�� � s�Isinl�a�� z�f�a	�

� ��b� �b�� � s�Isinr�b�� z�g�b	�

end

Abbildung ����� Theorie Ssum�

Die Typde�nition durch die Axiome Rep�Ssum� Rep�Ssum�inverse und Abs�Ssum�inverse

ist konservativ� da Sinl�Rep�a� und Sinr�Rep�b� f�ur jedes a und b Elemente der Menge
Ssum sind� Die Kodierung der Repr�asentanten ist wie beim strikten Produkt sehr kryptisch�

Die Funktionen Isinl und Isinr sind die Konstruktoren f�ur Summenelemente� die Funktion
Iwhen ist ein Diskriminatorfunktional f�ur den Typ der strikten Summe� F�ur diese Funktionen
werden in der noch folgenden Theorie Ssum� wieder entsprechende Operationen eingef�uhrt�

������ Die Theorie Ssum�

In der Theorie Ssum� wird die Ordnungsrelation less�ssum eingef�uhrt� Die De�nition
less�ssum�def zeigt� wie man in Logik h�oherer Stufe Funktionen �uber Patternmatching
unter Zuhilfenahme des Hilbertoperators de�niert� F�ur die Relation less�ssum wird in den
Theoremen zu den Theorien Ssum� und Ssum� gezeigt� da� sie die strikte Summe mit einer
pcpo�Struktur versieht� Die Theorie Ssum� ist in Abbilding ���� dargestellt�

Ssum� � Ssum� 

consts

less�ssum �� ���  �����  ��	� bool

rules

less�ssum�def less�ssum�s��s�� � �
z�
��u x�s��Isinl�u� � s��Isinl�x�� z � �u v x��

� ��v y�s��Isinr�v� � s��Isinr�y�� z � �v v y��

� ��u y�s��Isinl�u� � s��Isinr�y�� z � �u � ���
� ��v x�s��Isinr�v� � s��Isinl�x�� z � �v � ����

end

Abbildung ����� Theorie Ssum�
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������ Die Theorie Ssum�

In der Theorie Ssum� werden die Arit�atsvereinbarung ���pcpo�pcpo�po nebst der Instan�
tiierung f�ur die charakteristische Konstante v vorgenommen� Die Rechtfertigung hierf�ur
erfolgt durch den Beweis entsprechender Theoreme in der Theorie Ssum�� Die Theorie Ssum�
ist in Abbildung ���� dargestellt�

Ssum� � Ssum� 

arities  �� �pcpo�pcpo�po

rules

inst�ssum�po � v ����  ���  �	� bool� � less�ssum

end

Abbildung ����� Theorie Ssum�

������ Die Theorie Ssum�

In der Theorie Ssum� wird die Arit�atsvereinbarung ���pcpo�pcpo�pcpo mit zugeh�origer
Instanz f�ur die charakteristische Konstante � eingef�uhrt� Die entsprechenden Theoreme zur
Rechtfertigung wurden in der Theorie Ssum� bewiesen� Die Theorie ist in Abbildung ����
dargestellt� Weiterhin werden die den Funktionen Isinl� Isinr und Iwhen entsprechenden
Operationen sinl� sinr und when eingef�uhrt�

Ssum� � Ssum� 

arities  �� �pcpo�pcpo�pcpo

consts

sinl �� �� ����

sinr �� � � ����
when �� ��� ��� �� � ��� ��  ��� �

rules

inst�ssum�pcpo ����� � Isinl���

sinl�def sinl � ��x�Isinl�x��
sinr�def sinr � ��x�Isinr�x��
when�def when � ��f g s�Iwhen�f��g��s��

end

Abbildung ����� Theorie Ssum�
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�����	 Theoreme der Theorie Ssum�

In diesem Abschnitt werden die anwendungsrelevanten Eigenschaften f�ur die strikte Summe
dargestellt� Die Theoreme sind in Abbildung ���� aufgelistet� Als letztes ist die Vereinba�
rung der Liste Ssum�rews gezeigt� die die Basis f�ur Termsimpli�ktion bez�uglich des Typs der
strikten Summe ist�

strict�sinl sinl��	��
strict�sinr sinr��	��

noteq�sinlsinr sinl�a	�sinr�b	��a�� � b��
inject�sinl sinl�a�	�sinl�a�	��a��a�

inject�sinr sinr�a�	�sinr�a�	��a��a�

defined�sinl �x�����sinl�x	��
defined�sinr �x�����sinr�x	��

Exh�Ssum� z�� � ��a� z�sinl�a	 � �a��� � ��b� z�sinr�b	 � �b���
ssumE �� p����Q �V

x��� p�sinl�x	� �x������Q�V
y��� p�sinr�y	� �y������Q����Q

ssumE� ��
V
x��� p�sinl�x	����Q�V
y��� p�sinr�y	����Q����Q

when� when�f	�g	��	 � �
when� �x����when�f	�g	�sinl�x		 � f�x	

when� �x����when�f	�g	�sinr�x		 � g�x	

when� when�sinl	�sinr	�z	�z

less�ssum�a �sinl�x	 v sinl�y	� � �x v y�

less�ssum�b �sinr�x	 v sinr�y	� � �x v y�

less�ssum�c �sinl�x	 v sinr�y	� � �x � ��
less�ssum�d �sinr�x	 v sinl�y	� � �x � ��

ssum�chainE is�chain�Y�����i��x�Y�i��sinl�x	� � ��i��y�Y�i��sinr�y	�

thelub�ssum�a �� is�chain�Y�� �i��x� Y�i� � sinl�x	��
��lub�range�Y�� �

sinl�lub�range��i� when��x�x	��y��	�Y�i�	��	

thelub�ssum�b �� is�chain�Y�� �i��x� Y�i� � sinr�x	��
��lub�range�Y�� �

sinr�lub�range��i� when��y��	��x�x	�Y�i�	��	

thelub�ssum�a�rev �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � sinl�x	��
���i��x�Y�i��sinl�x	



�� HOLCF� Entwicklung der einzelnen Theorien

thelub�ssum�b�rev �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � sinr�x	��
���i��x�Y�i��sinr�x	

thelub�ssum� is�chain�Y�

��lub�range�Y�� �

sinl�lub�range��i� when��x�x	��y��	�Y�i�	��	
� lub�range�Y�� �

sinr�lub�range��i� when��y��	��x�x	�Y�i�	��	

val Ssum�rews � �strict�sinl�strict�sinr�when��when��when�	�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Ssum�

���� Theorien f�ur den gelifteten Bereich

Als letzten Typkonstruktor f�ur Bereichstypen f�uhre ich in diesem Abschnitt den Konstruktor
f�ur das Lifting von Typen ein� Die Darstellung ist �ahnlich knapp gehalten wie die f�ur die
Konstruktoren � und � Analog zur konservativen Einf�uhrung des Konstruktors �� f�ur das
strikte Produkt werden wieder mehrere Schritte ben�otigt� Die f�ur die Anwendung relevanten
Eigenschaften des gelifteten Typs sind in Abschnitt ������ dargestellt�

������ Die Theorie Lift�

In einem ersten Schritt wird der einstellige Typkonstruktor u mit der Arit�at �pcpo�term
eingef�uhrt� Die Theorie dazu ist in Abbildung ���
 dargestellt�

Die Anwendung des Typkonstruktors wird in Post�xnotation geschrieben� F�ur die Kodierung
der Repr�asentanten werden die bereits bekannten Typkonstruktoren  f�ur die Summe� siehe
Abbildungen ��� und ��� in Kapitel �� und der triviale Typ void� siehe Abbildung ��� in Ab�
schnitt ���� verwendet� Repr�asentanten f�ur den neuen Typ sind alle Elemente aus dem Typ
�void  �pcpo�� und somit ist die De�nition einer Teilmenge von Repr�asentanten nicht n�otig�
Die Typde�nition wird durch die Axiome Rep�Lift�inverse und Abs�Lift�inverse vorge�
nommen� Die Rechtfertigung f�ur diese Typde�nition ist diesmal trivial� da kein Repr�asenta�
tionspr�adikat verwendet wird�

Zus�atzlich werden noch mehrere Konstanten de�niert� Die Funktion Iup ist der einzige Kon�
struktor des neuen Typs� Die Funktion Ilift ist ein Diskriminatorfunktional� Die Funktion
less�lift steht f�ur die Ordnungsrelation� und ��lift �ubernimmt die Rolle des kleinsten
Elements� Alle Funktionen werden direkt �uber den Repr�asentationstyp de�niert� Im Gegen�
satz zu allen bisher eingef�uhrten Typkonstruktoren f�ur Bereichstypen ist das kleinste Element
im gelifteten Typ ���u unabh�angig vom kleinsten Element des Parametertyps ��
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Lift� � Cfun� 

types u �

arities u �� �pcpo�term

consts

Rep�Lift �� ���u� �void  ��

Abs�Lift �� �void  ��� ���u

Iup �� �� ���u
��lift �� ���u

Ilift �� ��� ��� ���u� �
less�lift �� ���u� ���u� bool

rules

Rep�Lift�inverse Abs�Lift�Rep�Lift�p�� � p

Abs�Lift�inverse Rep�Lift�Abs�Lift�p�� � p

��lift�def ��lift � Abs�Lift�Inl����
Iup�def Iup�x� � Abs�Lift�Inr�x��

Ilift�def Ilift�f��x� �
sum�case �Rep�Lift�x�� ��y��� ��z�f�z	�

less�lift�def less�lift�x���x���
�sum�case �Rep�Lift�x���

��y��True�
��y��sum�case �Rep�Lift�x���

��z��False�
��z��y� v z����

end

Abbildung ���
� Theorie Lift�

������ Die Theorie Lift�

In der Theorie Ssum� werden die Arit�atsvereinbarung u���pcpo�po nebst der Instantiierung
f�ur die charakteristische Konstante v vorgenommen� Die Rechtfertigung hierf�ur erfolgt
durch den Beweis entsprechender Theoreme in der Theorie Lift�� Die Theorie Lift� ist in
Abbildung ���	 dargestellt�
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Lift� � Lift� 

arities u �� �pcpo�po

rules

inst�lift�po � v ������u����u	� bool� � less�lift

end

Abbildung ���	� Theorie Lift�

������ Die Theorie Lift�

In der Theorie Lift� wird die Arit�atsvereinbarung u���pcpo�pcpomit zugeh�origer Instanz f�ur
die charakteristische Konstante � eingef�uhrt� Die entsprechenden Theoreme zur Rechtferti�
gung wurden in der Theorie Lift� bewiesen� Die Theorie ist in Abbildung ���� dargestellt�

Weiterhin werden die den Funktionen Iup und Ilift entsprechenden Operationen up und
lift eingef�uhrt�

Lift� � Lift� 

arities u �� �pcpo�pcpo

consts

up �� �� ���u
lift �� ��� ��� ���u� �

rules

inst�lift�pcpo ������u � ��lift

up�def up � ��x�Iup�x��
lift�def lift � ��f p�Ilift�f��p��

end

Abbildung ����� Theorie Lift�

������ Theoreme der Theorie Lift�

In diesem Abschnitt werden die anwendungsrelevanten Eigenschaften f�ur den gelifteten Typ
dargestellt� Die Theoreme sind in Abbildung ���� aufgelistet� Als letztes ist die Vereinbarung
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der Liste lift�rews gezeigt� die die Basis f�ur Termsimpli�ktion bez�uglich des gelifteten Typs
ist�

Exh�Lift� z � � � ��x� z � up�x	�

inject�up up�x	�up�y	��x�y

defined�up �up�x	��

liftE� �� p����Q�
V
x� p�up�x	��Q����Q

lift� lift�f	��	��
lift� lift�f	�up�x		�f�x	

lift� lift�up	�x	�x

less�lift�b �up�x	 v �
less�lift�c �up�x	 v up�y	� � �x v y�

thelub�lift�a �� is�chain�Y�� �i x� Y�i� � up�x	��
��lub�range�Y�� �

up�lub�range��i�lift��x�x	�Y�i�	��	
thelub�lift�b �� is�chain�Y�� �i x� �Y�i� � up�x	��

��lub�range�Y�� � �

lift�lemma� ��x�z � up�x	� � ��z���

thelub�lift�a�rev �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � up�x	��
���i x� Y�i� � up�x	

thelub�lift�b�rev �� is�chain�Y�� lub�range�Y�� � ���
���i x� �Y�i� � up�x	

thelub�lift� is�chain�Y���
lub�range�Y��� � �
lub�range�Y��� up�lub�range��i�lift��x�x	�Y�i�	��	

val lift�rews � �lift��lift��defined�up	�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Lift�
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���� Fixpunkttheorie f�ur Operationen

In diesem Abschnitt stelle ich eine der interessantesten Theorien der Entwicklung von HOLCF
dar� In der Theorie Fix werden unter anderem der Fixpunktoperator fix f�ur Operationen
und das Pr�adikat adm f�ur zul�assige Pr�adikate eingef�uhrt�

������ Die Theorie Fix

Die Theorie Fix ist in Abbildung ���� dargestellt�

Fix � Cfun� 

consts

iterate �� nat� ��� ��� �� �
Ifix �� ��� ��� �

fix �� ��� ��� �
adm �� ��� bool�� bool

admw �� ��� bool�� bool

chain�finite �� �� bool

flat �� �� bool

rules

iterate�def iterate�n�F�c� � nat�rec�n�c��n x�F�x	�

Ifix�def Ifix�F� � lub�range��i�iterate�i�F�����
fix�def fix � ��f� Ifix�f��

adm�def adm�P� � �Y� is�chain�Y��
��i�P�Y�i���� P�lub�range�Y���

admw�def admw�P� � �F� ��n�P�iterate�n�F������
P�lub�range��i�iterate�i�F������

chain�finite�def chain�finite�x�����
�Y� is�chain�Y��nat� ��� ��n�max�in�chain�n�Y��

flat�def flat�x���� �
�x y� x��� v y� �x � �� � �x�y�

end

Abbildung ����� Theorie Fix

Zuerst wird das Funktional iterate im Axiom iterate�def durch primitive Rekursion so
de�niert� da� iterate�n�F�c� die n�fache Iteration der Operation F beginnend mit dem
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Anfangswert c bezeichnet� Mit Hilfe von iterate k�onnen somit die einzelnen Elemente der
Kleene�Kette erzeugt werden� wenn f�ur c das kleinste Element � gew�ahlt wird�

Die Konstante Ifix steht f�ur die Funktion� die den Fixpunkt einer Operation bildet� Die
De�nition Ifix�def entspricht exakt der �ublichen De�nition des Fixpunktoperators� Die
Konstante fix steht f�ur die der Funktion Ifix entsprechende Operation� Sie wird in bereits
bekannter Manier in Axiom fix�def �uber Ifix unter Benutzung der ��Abstraktion de�niert�

Das Axiom adm�def f�uhrt das Pr�adikat adm �admissible� f�ur zul�assige Pr�adikate ein� Die
anschlie�ende De�nition admw�def f�uhrt eine schw�achere Form der Zul�assigkeit ein� die sich
enger an der Kleene�Kette orientiert� Beide De�nitionen der Zul�assigkeit erlauben jeweils
zusammen mit der De�nition des Fixpunktoperators die Ableitung einer Regel zur Fixpunkt�
induktion�

Die beiden letzten De�nitionen charakterisieren kettenendliche �chain��nite� und noch speziel�
ler �ache ��at� pcpo�Typen� Es kann gezeigt werden� da� alle Pr�adikate �uber kettenendlichen
Typen zul�assig sind� was die Fixpunktinduktion �uber solchen Typen erheblich vereinfacht�

Allen De�nition der Theorie Fix ist gemeinsam� da� sie nur in der Logik h�oherer Stufe mit
Typklassen in dieser intuitiven und eleganten Weise formuliert werden k�onnen� In LCF w�aren
die De�nitionen �uberhaupt nicht m�oglich� und in herk�ommlicher Logik h�oherer Stufe m�u�ten
die De�nitionen mit l�astigen Pr�amissen versehen werden� die die n�otigen Ordnungseigenschaf�
ten ausdr�ucken�

������ Theoreme der Theorie Fix

F�ur die Theorie Fix wurde eine ganze Anzahl von Theoremen abgeleitet� Um die �Ubersicht�
lichkeit der Darstellung zu gew�ahrleisten� habe ich die Theoreme in vier Gruppen aufgeteilt�
die in den Abbildungen ���� bis ���� dargestellt sind�

iterate�� iterate���F�x� � x

iterate�Suc iterate�Suc�n��F�x� � F�iterate�n�F�x�	

val iterate�ss � Cfun�ss addsimps �iterate���iterate�Suc	�

iterate�Suc� iterate�Suc�n��F�x� � iterate�n�F�F�x	�

is�chain�iterate� x v F�x	��is�chain��i�iterate�i�F�x��
is�chain�iterate is�chain��i�iterate�i�F����

Ifix�eq Ifix�F��F�Ifix�F�	

Ifix�least F�x	�x��Ifix�F� v x

monofun�iterate monofun�iterate�i��

contlub�iterate contlub�iterate�i��

contX�iterate contX�iterate�i��

monofun�iterate� monofun�iterate�n�F��

contlub�iterate� contlub�iterate�n�F��
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contX�iterate� contX�iterate�n�F��

monofun�Ifix monofun�Ifix�

is�chain�iterate�lub is�chain�Y���
is�chain��i� lub�range��ia� iterate�ia�Y�i�������

contlub�Ifix�lemma� is�chain�Y�

��iterate�n�lub�range�Y���y� �

lub�range��i� iterate�n�Y�i��y���

ex�lub�iterate is�chain�Y���
lub�range��i� lub�range��ia� iterate�i�Y�ia���������
lub�range��i� lub�range��ia� iterate�ia�Y�i��������

contlub�Ifix contlub�Ifix�

contX�Ifix contX�Ifix�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Fix � Teil �

Die Theoreme iterate�� und iterate�Suc in Abbildung ���� beschreiben die Reduktionsei�
genschaften des Funktionals iterate� die sich in o�ensichtlicher Weise aus der primitiv rekur�
siven De�nition ergeben� Beide Theoreme werden mittels der Vereinbarung von iterate�ss

in den Simpli�kator integriert� Der so kon�gurierte Simpli�kator wurde in den Beweisen
f�ur die nachstehenden Theoreme wiederholt eingesetzt� Das Theorem iterate�Suc� be�
schreibt eine weitere Reduktionseigenschaft der Funktion iterate� die eine alternative Form
der induktiven Argumentation �uber den Iterator erlaubt�

Das Theorem is�chain�iterate� besagt� da� die Iteration einer Operation Fmit Startwert x
dann zu einer Kette f�uhrt� wenn sich durch die erstmalige Anwendung der Operation auf den
Startwert der Anfang einer Kette ergibt� Das Theorem is�chain�iterate ist die Spezialisie�
rung des Theorems is�chain�iterate�� die durch die Initialit�at des Elements � erm�oglicht
wird� Es besagt� da� die Kleene�Iteration einer Operation zu einer Kette� der sogenannten
Kleene�Kette� f�uhrt�

Die Theoreme Ifix�eq und Ifix�least beschreiben die bekannten Eigenschaften des Fix�
punktoperators� Sie sind hier noch �uber die interne Funktion Ifix formuliert�

In den Theoremen monofun�iterate bis contX�iterate� werden die Monotonie und die
Stetigkeit des Funktionals iterate im �zweiten� und �dritten� Argument ausgedr�uckt� Man
beachte� da� schon die Formulierung der entsprechenden Eigenschaften f�ur das erste Argument
technisch falsch w�are� da das erste Argument ein Element aus dem Typ nat ist� Der Typ
nat ist n�amlich weder ein Typ der Klasse po noch ein Typ der Klasse pcpo� sondern lediglich
ein Typ in der Klasse term der Mengentypen� F�ur die Abz�ahlung der Ketten ist keinerlei
pcpo�Struktur notwendig� sondern lediglich die �ubliche totale Ordnung der nat�urlichen Zahlen�

Dieser Umstand ist verantwortlich daf�ur� da� zum Beweis der Stetigkeit der Funktion Ifix die
Hilfstheoreme is�chain�iterate�lub� contlub�Ifix�lemma� und ex�lub�iterate durch
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eine Spezialargumentation hergeleitet werden m�ussen� Die entsprechenden Theoreme �uber
stetige Funktionen aus der Theorie Cont konnten hierf�ur nicht verwendet werden� da sie nur
im Zusammenhang mit pcpo�Typen anwendbar sind� Die Beweise f�ur die Hilfstheoreme sind
zwar nicht identisch zu den Beweisen in der Theorie Cont� verlaufen jedoch analog�

Die Monotonie und Stetigkeit des Fixpunktoperators Ifix werden durch die Theoreme
monofun�Ifix und contX�Ifix ausgedr�uckt�

fix�eq fix�F	�F�fix�F		

fix�least F�x	�x��fix�F	 v x

fix�eq� f � fix�F	��f � F�f	

fix�eq� f � fix�F	��f�x	 � F�f	�x	

fix�eq� f � fix�F	��f � F�f	

fix�eq� f � fix�F	��f�x	 � F�f	�x	

fix�def� fix�F	 � lub�range��i� iterate�i�F�����

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Fix � Teil �

In Abbildung ���� sind Eigenschaften des Fixpunktoperators unter Benutzung der Operation
fix dargestellt� Sie folgen alle leicht aus den entsprechenden Eigenschaften der internen
Funktion Ifix und deren Stetigkeit� Die Theoreme fix�eq und fix�least entsprechen der
Formalisierung des Fixpunktoperators in der Logik LCF� Die Theoreme fix�eq� bis fix�eq�
erleichtern die Arbeit mit Fixpunktde�nitionen f�ur Operationen� Das Theorem fix�def�

geht wieder �uber die Ausdruckskraft der Logik LCF hinaus und beschreibt die De�nition des
Fixpunktoperators direkt �uber die Kleene�Kette�

Das Theorem fix�def� spielt sp�ater in Kapitel � bei der Herleitung von Induktionsprinzipien
f�ur rekursive Datentypen eine zentrale Rolle� Gerade der Umstand� da� fix�def� in der
schw�acheren Logik LCF nicht formuliert werden kann� ist der Grund daf�ur� da� sich in HOLCF
st�arkere Induktionsprinzipien ableiten lassen als in LCF�

adm�def� adm�P� � ��Y� is�chain�Y��
��i�P�Y�i���� P�lub�range�Y����

admw�def� admw�P� � ��F����n�P�iterate�n�F������
P�lub�range��i�iterate�i�F��������

adm�impl�admw adm�P���admw�P�

fix�ind �� adm�P��P����
V
x� P�x���P�F�x	�����P�fix�F	�

wfix�ind �� admw�P�� �n� P�iterate�n�F��������P�fix�F	�

adm�max�in�chain �Y� is�chain�Y��nat� ���
��n�max�in�chain�n�Y����adm�P���� bool�

adm�chain�finite chain�finite�x������adm�P���� bool�

flat�imp�chain�finite flat�x������chain�finite�x����
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adm�flat flat�x������adm�P���� bool�

flat�void flat����void�

iso�strict
V
f g��� �y�f�g�y		��y���� � �x�g�f�x		��x������

��f��	�� � g��	��
isorep�defined �� �x�rep�abs�x		�x��y�abs�rep�y		�y�z�����

��rep�z	���
isoabs�defined �� �x�rep�abs�x		�x��y�abs�rep�y		�y�z�����

��abs�z	���

chfin�chfin
V
f g��� chain�finite�x����� �y�f�g�y		��y����

�x�g�f�x		��x��������chain�finite�y����
flat�flat

V
f g��� flat�x����� �y�f�g�y		��y����

�x�g�f�x		��x��������flat�y����

flat�codom �� flat�y�����f�x���	��c������
��f�����	����� � ��z�f�z���	�c�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Fix � Teil �

Die Theoreme adm�def� und admw�def� in Abbildung ���� erleichtern den Zugang zu den
De�nitionen der Pr�adikate adm und admw� Das Theorem adm�impl�admw dr�uckt aus� da� das
Pr�adikat adm st�arker als admw ist� Abgesehen von diesem Theorem wurde der Zusammenhang
zwischen den Pr�adikaten adm und admw von mir nicht genauer untersucht�

Das Theoreme fix�ind beschreibt eine Form der Fixpunktinduktion� die allgemein als Scott�
Induktion bekannt ist� Das Theorem wfix�ind beschreibt Fixpunktinduktion� f�ur die die
schwache Form der Zul�assikeit admw gen�ugt�

Die Theoreme adm�max�in�chain bis adm�flat zeigen� da� alle Pr�adikate �uber kettenendli�
chen bzw� �achen Typen zul�assig sind� Das Theorem flat�void beschreibt die o�ensichtliche
Tatsache� da� der Typ void �ach geordnet ist�

Die Theoreme iso�strict bis isoabs�defined beschreiben Eigenschaften von zwei Ope�
rationen abs und rep� die Ordnungs�Isomorphismen sind� Solche Paare von Ordnungs�
Isomorphismen spielen sp�ater in Kapitel � eine wichtige Rolle bei der Axiomatisierung von
rekursiven Datentypen� Die Theoreme chfin�chfin und flat�flat zeigen� da� kettenend�
liche bzw� �ache Typen unter Anwendung von Ordnungs�Isomorphismen wieder in solche

�ubergehen�

Das letzte Theorem flat�codom in Abbildung ���� formuliert eine n�utzliche Eigenschaft f�ur
Operationen� Es besagt� da� nicht�strikte Operationen mit �achem Bildbereich konstant sind�

adm�less �� contX�u��contX�v�����adm��x�u�x� v v�x��

adm�conj �� adm�P�� adm�Q�����adm��x�P�x� � Q�x��

adm�cong ��x� P�x� � Q�x����adm�P��adm�Q�

adm�not�free adm��x�t�
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adm�not�less contX�t���adm��x��t�x� v u�

adm�all �y�adm�P�y����adm��x��y�P�y�x��
adm�all�

V
y� adm�P�y�����adm��x��y�P�y� x�

adm�subst �� contX�t�� adm�P�����adm��x�P�t�x���

adm���not�less adm��x��� v t�x��

adm�not�� contX�t���adm��x��t�x� � ��
adm�eq �� contX�u��contX�v�����adm��x�u�x�� v�x��

adm�disj�lemma�� �� adm�P�� is�chain�Y�� �i� �j� i 
 j � P�Y�j����
��P�lub�range�Y���

adm�disj�lemma�� �� adm�P�� is�chain�Y���i� �j� i 
 j� P�Y�j����
��P�lub�range�Y���

adm�disj �� adm�P�� adm�Q�����adm��x�P�x� � Q�x��

adm�impl �� adm��x��P�x��� adm�Q�����adm��x�P�x�� Q�x��

val adm�thms � �adm�impl�adm�disj�adm�eq�adm�not���adm���not�less�
adm�all��adm�not�less�adm�not�free�adm�conj�adm�less	�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Fix � Teil �

In Abbildung ���� sind ausschlie�lich Theoreme zur Propagierung der Zul�assigkeit aufgeli�
stet� �Ahnlich wie bei den Theoremen zur Propagierung der Stetigkeit in LCF�Termen aus
Theorie Cfun� wird die ��Abstraktion f�ur Funktionen dazu eingesetzt� um die Zul�assigkeit
von Pr�adikaten in freien Variablen zu formalisieren� Die Theoreme zeigen deutlich� da� die
Zul�assigkeit von Pr�adikaten eng mit der Stetigkeit der beteiligten Teilterme verkn�upft ist�

Bis auf den Beweis des Theorems adm�disj waren alle diesbez�uglichen Beweise einfach zu
f�uhren� Der Beweis f�ur adm�disj erforderte jedoch wesentlich mehr Aufwand� Der Grund
hierf�ur liegt darin� da� bei der Disjunktion zul�assiger Pr�adikate mehrere F�alle unterschieden
werden m�ussen� in denen zum Teil die Konstruktion von neuen Teil�Ketten erforderlich ist� In
Hilfstheoremen mu�te jeweils m�uhsam argumentiert werden� da� in den einzelnen F�allen die
kleinsten oberen Schranken der Teil�Ketten mit denen der gesamten Kette �ubereinstimmen�

Wie bei der Propagierung der Stetigkeit werden die einzelnen Zul�assigkeitstheoreme zu einer
Liste adm�thms zusammengefa�t� deren iterierte Anwendung mittels der Wiederholungsan�
weisung REPEAT bei einer Vielzahl von Pr�adikaten automatisch die Zul�assigkeit des Pr�adikats
beweist�

������ Beweise f�ur ausgesuchte Theoreme

In diesem Abschnitt werden ausgesuchte Beweise f�ur Theoreme der Theorie Fix vorgestellt�
Die Wahl �el auf die Theoreme Ifix�eq� Ifix�least� contlub�iterate� contlub�Ifix und
fix�ind� die die typische Argumentationsweise im Zusammenhang mit dem Fixpunktoperator
Ifix verdeutlichen�
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�������� Beweis f�ur das Theorem Ifix eq

Das Theorem Ifix�eq beweist� da� die Funktion Ifix ein Fixpunktoperator ist� Wir begin�
nen� indem wir uns das Hauptbeweisziel vorgeben� Dabei expandieren wir schon im Aufruf
die De�nition des Funktionals Ifix mittels goalw�
val prems � goalw Fix�thy �Ifix�def	 �Ifix�F��F�Ifix�F�	��

Wir erhalten dadurch folgendes initiale Beweisziel�
�� lub�range��i� iterate�i� F� ���� � F�lub�range��i� iterate�i� F� ����	

Auf der rechten Seite der Gleichung l�a�t sich das Theorem contlub�cfun�arg

is�chain��x�����fo��lub�range��x���	 � lub�range��i� �fo���x��i�	��

� by �rtac �contlub�cfun�arg RS ssubst� ���

verbunden mit Gleichungslogik anwenden� Dies f�uhrt zu�
�� is�chain��i� iterate�i� F� ���
�� lub�range��i� iterate�i� F� ���� � lub�range��i� F�iterate�i� F� ��	��

Das erste Teilziel l�osen wir direkt durch das Theorem
is�chain��i� iterate�i� �F� ���

� by �rtac is�chain�iterate ���

Das zweite Teilziel spalten wir per Antisymmetrie in zwei kleinere Ziele auf� Dies f�uhrt zu�
� by �rtac antisym�less ���

�� lub�range��i� iterate�i� F� ���� v lub�range��i� F�iterate�i� F� ��	��
�� lub�range��i� F�iterate�i� F� ��	�� v lub�range��i� iterate�i� F� ����

Wir l�osen zun�achst Teilziel � und unterdr�ucken solange die Darstellung des zweiten Teilziels�
Im ersten Teilziel wenden wir die Majorantenregel
�� is�chain��C����� is�chain��C����� �k� �C����k� v �C����k�����

lub�range��C�����v lub�range��C�����

� by �rtac lub�mono ���

an� Dies f�uhrt zu drei neuen Teilzielen�
�� is�chain��i� iterate�i� F� ���
�� is�chain��i� F�iterate�i� F� ��	�
�� �k� iterate�k� F� �� v F�iterate�k� F� ��	

Die ersten beiden betre�en Ketteneigenschaften� Sie werden im wesentlichen �uber das Theo�
rem is�chain�iterate

is�chain��i� iterate�i� �F� ���

gel�ost� Im dritten Teilziel reicht es� die Behauptung f�ur ein beliebiges� aber festes k zu zeigen�
� by �rtac is�chain�iterate ���

� by �rtac ch�ch�fappR ���

� by �rtac is�chain�iterate ���
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� by �rtac allI ���

Wir erhalten nach Anwendung des obigen Skripts den Beweiszustand�
��

V
k� iterate�k� F� �� v F�iterate�k� F� ��	

Auf der rechten Seite k�onnen wir die Eigenschaft
iterate�Suc��n�� �F� �x� � �F�iterate��n� �F� �x�	

� by �rtac �iterate�Suc RS subst� ���

der Funktion iterate r�uckw�arts anwenden� Wir erhalten damit�
��

V
k� iterate�k� F� �� v iterate�Suc�k�� F� ��

Dieses Teilziel wird aber wieder im wesentlichen �uber das Theorem is�chain�iterate

is�chain��i� iterate�i� �F� ���
� by �rtac �is�chain�iterate RS is�chainE RS spec� ���

gel�ost� Wir k�onnen uns nun dem zweiten Ziel zuwenden� das wir bisher zur�uckgestellt haben�
Es lautet�
�� lub�range��i� F�iterate�i� F� ��	�� v lub�range��i� iterate�i� F� ����

Wir n�utzen aus� da� kleinste obere Schranken kleiner als alle anderen oberen Schranken sind�
Anwendung des Theorems
�� is�chain��S��� range��S�� �j �x�����lub�range��S��� v �x�

� by �rtac is�lub�thelub ���

liefert die Teilziele�
�� is�chain��i� F�iterate�i� F� ��	�
�� range��i� F�iterate�i� F� ��	� �j lub�range��i� iterate�i� F� ����

Das erste l�osen wir �uber Verwendung des Theorems is�chain�iterate
is�chain��i� iterate�i� �F� ���

� by �rtac ch�ch�fappR ���

� by �rtac is�chain�iterate ���

Im zweiten Teilziel expandieren wir die De�nition f�ur obere Schranken�
�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x

� by �rtac ub�rangeI ���

� by �rtac allI ���

��
V
i� F�iterate�i� F� ��	 v lub�range��i� iterate�i� F� ����

Jetzt k�onnen wir auf der linken Seite wieder eine der Reduktionseigenschaften des Funktionals
iterate r�uckw�arts anwenden� Anwendung der Regel
�P�iterate�Suc��n��� �F�� �x������P��F��iterate��n�� �F�� �x��	�

� by �rtac �iterate�Suc RS subst� ���

liefert den Beweiszustand�



��� HOLCF� Entwicklung der einzelnen Theorien

��
V
i� iterate�Suc�i�� F� �� v lub�range��i� iterate�i� F� ����

Diese Behauptung ist aber leicht zu zeigen� denn die kleinste obere Schranke auf der rechten
Seite ist insbesondere auch ein obere Schranke� Mittels
is�chain��S�����S���x� v lub�range��S���

� by �rtac is�ub�thelub ���

und
is�chain��i� iterate�i� �F� ���

� by �rtac is�chain�iterate ���

l�osen wir das Beweisziel vollst�andig�

�������� Beweis f�ur das Theorem Ifix least

Das Theorem Ifix�least besagt� da� Ifix den kleinsten Fixpunkt erzeugt� Zu Beginn geben
wir uns das initiale Beweisziel vor� Wir expandieren wieder die De�nition der Konstanten
Ifix schon im Aufruf�
� val prems � goalw Fix�thy �Ifix�def	 �F�x	�x��Ifix�F� v x��

� by �cut�facts�tac prems ���

Dies liefert das Beweisziel�
�� F�x	 � x��lub�range��i� iterate�i� F� ���� v x

Zuerst n�utzen wir aus� da� kleinste obere Schranken kleiner als alle oberen Schranken sind�
Wir verwenden
�� is�chain��S��� range��S�� �j �x�����lub�range��S��� v �x�

� by �rtac is�lub�thelub ���

und erhalten zwei neue Teilziele�
�� F�x	 � x��is�chain��i� iterate�i� F� ���
�� F�x	 � x��range��i� iterate�i� F� ��� �j x

Das erste l�osen wir direkt �uber das Theorem
is�chain��i� iterate�i� �F� ���

� by �rtac is�chain�iterate ���

Im zweiten expandieren wir die De�nition f�ur obere Schranken� Anwendung von
�i� �S�i� v �x��range��S� �j �x

� by �rtac ub�rangeI ���

auf das zweite Ziel liefert�
�� F�x	 � x���i� iterate�i� F� �� v x

Diese Behauptung beweisen wir durch strukturelle Induktion �uber dem Typ der nat�urlichen
Zahlen nat�



���� Fixpunkttheorie f�ur Operationen ���

� by �strip�tac ���

� by �nat�ind�tac �i� ���

Wir erhalten die beiden neuen Teilziele�
��

V
i� F�x	 � x��iterate��� F� �� v x

��
V
i i��

�� F�x	 � x� iterate�i�� F� �� v x����iterate�Suc�i��� F� �� v x

Das erste Teilziel l�osen wir vollst�andig durch Termsimpli�kation bez�uglich der Reduktionsei�
genschaften der Funktion iterate� Das zweite k�onnen wir ebenfalls durch Anwendung des
Simpli�kators vereinfachen� Nach Anwendung der Simpli�kation verbleibt�
� by �asm�simp�tac iterate�ss ���

� by �asm�simp�tac iterate�ss ���

��
V
i i��

�� F�x	 � x� iterate�i�� F� �� v x����F�iterate�i�� F� ��	 v x

Jetzt verwenden wir die Annahme� da� x ein Fixpunkt ist� Anwendung von Gleichungslogik
liefert�
� by �eres�inst�tac ���t���x��	 subst ���

��
V
i i�� iterate�i�� F� �� v x��F�iterate�i�� F� ��	 v F�x	

Dieses letzte Teilziel l�osen wir leicht durch Anwendung der Monotonieregel f�ur Operationen
�x� v �x����fo���x�	 v �fo���x�	

� by �etac monofun�cfun�arg ���

No subgoals

�������� Beweis f�ur das Theorem contlub iterate

Dieses Theorem zeigt in Verbindung mit dem Theorem monofun�iterate� da� der Iterator
iterate im �zweiten� Argument stetig ist� Mit seiner Hilfe kann dann sp�ater leicht die Ste�
tigkeit des Fixpunktoperators Ifix gezeigt werden� Wir beginnen den Beweis� indem wir den
initialen Beweiszustand erzeugen� Dabei expandieren wir gleich die De�nition des Pr�adikats
contlub�
� val prems � goalw Fix�thy �contlub	 �contlub�iterate�i����

�� �Y� is�chain�Y��
iterate�i� lub�range�Y��� � lub�range��ia� iterate�i� Y�ia����

Gem�a� der Methodik des nat�urlichen Schlie�ens beweisen wir die Behauptung f�ur ein belie�
biges� aber festes Y und �ubernehmen die Pr�amisse der Implikation in den Annahmenkontext�
Dies f�uhrt zu�
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� by �strip�tac ���

��
V
Y� is�chain�Y���

iterate�i� lub�range�Y��� � lub�range��ia� iterate�i� Y�ia����

Diese Behauptung beweisen wir durch strukturelle Induktion �uber i� was uns zwei neue Teil�
ziele beschert�
� by �nat�ind�tac �i� ���

��
V
Y� is�chain�Y���

iterate��� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate��� Y�i����

��
V
Y i��

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������
iterate�Suc�i��� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�Suc�i��� Y�i����

Die Induktionsbasis beweisen wir leicht durch Simpli�kation bez�uglich der Reduktionseigen�
schaften von iterate und durch das Theorem lub�const

range��x� �c��j �c
� by �asm�simp�tac iterate�ss ���

� by �rtac �lub�const RS thelubI RS sym� ���

�uber kleinste obere Schranken von konstanten Ketten� Es verbleibt der Induktionsschritt�
��

V
Y i��

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������
iterate�Suc�i��� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�Suc�i��� Y�i����

Hier wenden wir wieder den Simpli�kator an� der zuerst die Reduktionseigenschaften von
iterate benutzt und dann im Ergebnis die Induktionshypothese anwendet� Dabei werden
automatisch Kongruenzeigenschaften mitverwendet� Dies f�uhrt zu�
� by �asm�simp�tac iterate�ss ���

��
V
Y i��

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������

��u� lub�range�Y���lub�range��i� iterate�i�� Y�i�����u�	� �

lub�range��i u� Y�i��iterate�i�� Y�i�� u�	��

Wir m�ussen zeigen� da� zwei Funktionen gleich sind� Daher verwenden wir im n�achsten
Schritt die Extensionalit�atsregel� Dies liefert�
� by �rtac ext ���

��
V
Y i� u�

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������

lub�range�Y���lub�range��i� iterate�i�� Y�i���� u�	 �

lub�range��i u� Y�i��iterate�i�� Y�i�� u�	�� u�
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Auf der rechten Seite der Gleichung wird die kleinste obere Schranke einer Kette von Funk�
tionen angewendet� Durch Verwendung der Regel
is�chain��S����lub�range��S��� � ��x� lub�range��i� �S��i� x����

� by �rtac �thelub�fun RS ssubst� ���

und Gleichungslogik erhalten wir die beiden neuen Ziele�
��

V
Y i� u�

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������

is�chain��i u� Y�i��iterate�i�� Y�i�� u�	�

��
V
Y i� u�

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������

lub�range�Y���lub�range��i� iterate�i�� Y�i���� u�	 �

lub�range��i� Y�i��iterate�i�� Y�i�� u�	��

Im ersten Ziel mu� eine Ketteneigenschaft gezeigt werden� die sich im wesentlichen durch die
Monotonie der Applikationsfunktion fapp und der Iteratorfunktion iterate beweisen l�a�t�
Eine� wenn auch etwas l�angere� Standardargumentation l�ost dieses Beweisziel vollst�andig�
Wir wenden das entsprechende Skript
� by �rtac is�chainI ���

� by �rtac allI ���

� by �rtac �less�fun RS iffD�� ���

� by �rtac allI ���

� by �rtac �is�chainE RS spec� ���

� by �rtac �monofun�fapp� RS ch�ch�MF�LR� ���

� by �rtac allI ���

� by �rtac monofun�fapp� ���

� by �atac ���

� by �rtac ch�ch�fun ���

� by �rtac �monofun�iterate RS ch�ch�monofun� ���

� by �atac ���

an und k�onnen uns dann dem verbleibenden Beweisziel zuwenden�
��

V
Y i� u�

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������

lub�range�Y���lub�range��i� iterate�i�� Y�i���� u�	 �

lub�range��i� Y�i��iterate�i�� Y�i�� u�	��

Auf der linken Seite der Gleichung wird in einem Teilterm die kleinste obere Schranke einer
Kette von Funktionen angewendet� Daher wenden wir erneut die Regel
is�chain��S����lub�range��S��� � ��x� lub�range��i� �S��i� x����

� by �rtac �thelub�fun RS ssubst� ���

in Verbindung mit Gleichungslogik an� Dies f�uhrt zu�
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��
V
Y i� u�

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������

is�chain��i� iterate�i�� Y�i���

��
V
Y i� u�

�� is�chain�Y��
iterate�i�� lub�range�Y��� � lub�range��i� iterate�i�� Y�i��������

lub�range�Y���lub�range��i� iterate�i�� Y�i�� u���	 �

lub�range��i� Y�i��iterate�i�� Y�i�� u�	��

Das erste Ziel l�osen wir leicht durch Verwendung der Monotonie des Iterators iterate�
is�chain��Y���is�chain��i� iterate��i�� �Y�i���

� by �etac �monofun�iterate RS ch�ch�monofun� ���

Im verbleibenden Ziel wenden wir die Regel
�� is�chain��FY�� is�chain��TY�����

lub�range��FY���lub�range��TY��	 � lub�range��i� �FY�i���TY�i�	��

� by �etac contlub�cfun ���

an� Das erste neu entstehende Teilziel l�osen wir direkt per Annahme� das zweite Ziel l�ost sich
wieder �uber die Anwendung der Monotonie von iterate�
� by �etac �monofun�iterate RS ch�ch�monofun RS ch�ch�fun� ���

No subgoals

�������� Beweis f�ur das Theorem contlub Ifix

Das Theorem contlub�Ifix zeigt zusammen mit dem Theorem monofun�Ifix� da� der Fix�
punktoperator Ifix eine stetige Funktion ist� Wir erzeugen uns den initialen Beweiszustand
mittels
� val prems � goalw Fix�thy �contlub�Ifix�def	 �contlub�Ifix���

wobei wir schon im Aufruf die De�nitionen f�ur das Pr�adikat contlub und den Fixpunktope�
rator Ifix entfalten� Dies liefert�
�� �Y� is�chain�Y��

lub�range��i� iterate�i� lub�range�Y��� ���� �

lub�range��i� lub�range��ia� iterate�ia� Y�i�� ������

Diese Behauptung zeigen wir� indem wir den Beweis f�ur ein beliebiges� aber festes Y f�uhren
und die Pr�amisse der Implikation in den Annahmenkontext �ubernehmen� Wir erhalten�
� by �strip�tac ���

��
V
Y� is�chain�Y���

lub�range��i� iterate�i� lub�range�Y��� ���� �

lub�range��i� lub�range��ia� iterate�ia� Y�i�� ������



���� Fixpunkttheorie f�ur Operationen ���

Jetzt setzen wir das Hilfstheorem contlub�Ifix�lemma�

is�chain��Y���
iterate��n� lub�range��Y��� �y� � lub�range��i� iterate��n� �Y�i�� �y���

ein� welches unmittelbar aus dem Theorem contlub�iterate folgt� In Verbindung mit Glei�
chungslogik erhalten wir somit�
� by �etac �contlub�Ifix�lemma� RS ext RS ssubst� ���

��
V
Y� is�chain�Y���

lub�range��i� lub�range��ia� iterate�i� Y�ia�� ������ �

lub�range��i� lub�range��ia� iterate�ia� Y�i�� ������

Diese Behauptung l�osen wir vollst�andig� indem wir das Hilfstheorem
is�chain��Y���
lub�range��i� lub�range��ia� iterate�i� �Y�ia�� ������ �

lub�range��i� lub�range��ia� iterate�ia� �Y�i�� ������
� by �etac ex�lub�iterate ���

einsetzen� Dieses Hilfstheorem zum Verstauschen der lub�Anwendungen wurde analog zum
Vertauschungstheorem exlub�MF� aus Theorie Cont bewiesen�

�������� Beweis f�ur das Theorem fix ind

Das Theorem fix�ind beschreibt das Prinizip der Scott�Induktion� Es folgt leicht aus den
Eigenschaften des Fixpunktoperators fix und des Pr�adikats adm� Wir beginnen� indem wir
den anf�anglichen Beweiszustand erzeugen�
� val prems � goal Fix�thy

��� adm�P��P����
V
x� P�x���P�F�x	�����P�fix�F	���

� by �cut�facts�tac prems ���

Dies liefert uns den Beweiszustand�
�� �� adm�P�� P�������P�fix�F	�

Die dritte AnnahmeV
x� P�x���P�F�x	�

kann durch Anwendung des Kommandos by �cut�facts�tac prems �� nicht sichtbar ge�
macht werden� ist aber trotzdem �uber die Liste der initialen Annahmen prems erreichbar�
Wir werden sp�ater davon Gebrauch machen� Wir verwenden das Theorem
fix��F	 � lub�range��i� iterate�i� �F� ����
� by �rtac �fix�def� RS ssubst� ���

um die De�nition des Fixpunktoperators fix zu entfalten� Dies f�uhrt zu�
�� �� adm�P�� P�������P�lub�range��i� iterate�i� F� �����

Im n�achsten Schritt benutzen wir die De�nition der Zul�assigkeit� Anwendung des Theorems
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adm�def�

adm��P� � ��Y� is�chain�Y�� ��i� �P�Y�i���� �P�lub�range�Y����

� by �rtac �adm�def� RS iffD� RS spec RS mp RS mp� ���

in Verbindung mit Gleichungslogik liefert die neuen Teilziele�
�� �� adm�P�� P�������adm�P�

�� �� adm�P�� P�������is�chain��i� iterate�i� F� ���
�� �� adm�P�� P��������i� P�iterate�i� F� ���

Das erste l�osen wir direkt per Annahme� f�ur das zweite verwenden wir das Theorem
is�chain�iterate

is�chain��i� iterate�i� �F� ���
� by �atac ���

� by �rtac is�chain�iterate ���

Somit verbleibt nur das letzte Teilziel�
�� �� adm�P�� P��������i� P�iterate�i� F� ���

Dieses beweisen wir durch Induktion �uber i�
� by �rtac allI ���

� by �nat�ind�tac �i� ���

Es entstehen die beiden neuen Teilziele�
��

V
i� �� adm�P�� P�������P�iterate��� F� ���

��
V
i i��

�� adm�P�� P���� P�iterate�i�� F� �������P�iterate�Suc�i��� F� ���

Das erste l�osen wir durch Termsimpli�kation und Beweis per Annahme� Im zweiten verein�
fachen wir ebenfalls mittels der Reduktionseigenschaften des Iterators�
� by �asm�simp�tac iterate�ss ���

� by �asm�simp�tac iterate�ss ���

Dies f�uhrt zu�
��

V
i i��

�� adm�P�� P���� P�iterate�i�� F� �������P�F�iterate�i�� F� ��	�

Nun k�onnen wir aber die urspr�ungliche AnnahmeV
x� P�x���P�F�x	�

� by �resolve�tac prems ���

einsetzten� was folgendes� aufgrund der Induktionshypothese triviale Ziel
��

V
i i�� �� adm�P�� P���� P�iterate�i�� F� �������P�iterate�i�� F� ���

ergibt�
� by �atac ���

No subgoals
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���� Operationen f�ur Identit�at und Komposition

Im letzten Schritt der Entwicklung von HOLCF werden die Theorien aus den Abschnitten ���
bis ���� vereinigt� Zus�atzlich werden noch Operationen f�ur die Identit�at und die Komposition
von Operationen eingef�uhrt�

������ Die Theorie ccc�

Die Theorie ccc� ist in Abbildung ���� dargestellt� Urspr�unglich war geplant� eine Reihe von
Theorien zu entwickeln� die zeigen� da� die Menge der Typen in der Klasse pcpo als Objekte
zusammen mit der Menge der Operationen auf pcpo�Typen als Morphismen eine kartesisch
abgeschlossene Kategorie �cartesian closed categorie� bilden� Die Theorie ccc� ist die erste
Theorie in dieser Reihe� und daher resultiert auch ihr Name� Sie weist nach� da� das obige
Paar eine Kategorie bildet� Aus Zeitgr�unden habe ich bisher jedoch auf die Entwicklung der
anderen Theorien zum Nachweis der kartesischen Abgeschlossenheit verzichtet�

ccc� � Cprod�  Sprod�  Ssum�  Lift�  Fix 

consts

ID �� �� �
�oo �� �� � ��� ��� ��� �� � � � oo � ��������	����

cop �oo �� �� � ��� ��� ��� �� � � cfcomp �

translations f� oo f� � cfcomp�f�	�f�	

rules

ID�def ID � ��x�x�
oo�def cfcomp � ��f g x�f�g�x		�

end

Abbildung ����� Theorie ccc�

Die Operation ID steht f�ur die Identit�ats�Operation� die Operation oo steht f�ur die Kom�
position von Operationen� Die In�x�Operation oo wird mit dem bereits bekannten Isabelle�
Mechanismus als nach rechts bindender In�x�Operator eingef�uhrt� Die De�nitionen sind
jeweils o�ensichtlich�

������ Theoreme der Theorie ccc�

Die Theoreme der Theorie ccc� sind in Abbildung ���
 dargestellt� Die Theoreme zeigen�
da� ID und oo als Identit�at und Komposition f�ur Morphismen in der oben angesprochenen
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Kategorie geeignet sind� Insbesondere sind durch die Theoreme ID� und ID� die Identit�atsge�
setze gezeigt� und assoc�oo weist das Assoziativit�atsgesetz der Komposition nach� Nat�urlich
sind die Theoreme auch ohne den kategoriellen Hintergrund interessant�

Als letztes wird mit der Vereinbarung von ccc��ss der Simpli�kator des Isabelle�Systems
kon�guriert�

ID� ID�x	�x

cfcomp� �f oo g����x�f�g�x		�
cfcomp� �f oo g��x	�f�g�x		

ID� f oo ID � f

ID� ID oo f � f

assoc�oo f oo �g oo h� � �f oo g� oo h

val ccc��ss � Cfun�ss

addsimps Cprod�rews

addsimps Sprod�rews

addsimps Ssum�rews

addsimps lift�rews

addsimps �ID��ID��ID��cfcomp�	�

Abbildung ���
� Theoreme der Theorie ccc�

In Kapitel � werde ich in einem leicht ver�anderten Kontext von den eben angesprochenen
kategoriellen Eigenschaften Gebrauch machen� Dort wird die gleiche Menge der Objekte
verwendet aber statt der Menge aller Operationen nur die Menge der strikten Operationen
als Menge der Morphismen gew�ahlt� Auch in dieser Konstellation k�onnen ID als Identit�at und
oo als Komposition verwendet werden� da sie die Striktheit von Operationen respektieren�



Kapitel �

Formalisierung von

Bereichsgleichungen in HOLCF

In diesem Kapitel werde ich die Formalisierung rekursiver Typen der Klasse pcpo als initiale
L�osungen von Bereichsgleichungen beschreiben� Die Formalisierung erfolgt dabei� wie in der
Logik LCF� durch einen speziellen Satz von Axiomen� deren Form sich aus der jeweiligen
Bereichsgleichung ableiten l�a�t� Wie bei den in Abschnitt ��� vorgestellten Erweiterungsme�
chanismen stellt sich auch hier die Frage nach der Konservativit�at der Theorieerweiterung�

Die L�osung von Bereichsgleichungen wird ausf�uhrlich in der Literatur zur Bereichstheorie dis�
kutiert� Neben den fr�uhen Arbeiten im Umfeld von Dana Scott �SS��� Sco��� Sco��� Sco���
und einigen nicht�kategoriellen Pr�asentationen �Sto��� Sch��� wird das Thema vorwiegend in
der Kategorientheorie behandelt �KK
�� AL
�� Gun
��� All diesen Arbeiten ist gemeinsam�
da� sie� wenn �uberhaupt� nur wenig Hinweise geben� ob und wie die initialen L�osungen von
Bereichsgleichungen in einer Logik wie LCF oder HOLCF axiomatisiert werden k�onnen� Die
dort verwendete Notation geht weit �uber die Ausdrucksm�achtigkeit von LCF hinaus und ist
auch zum gr�o�ten Teil f�ur die Logik HOLCF unbrauchbar� da die bei allen Behandlungen
verwendete Konstruktion des Inversen�Limes �Co�Limes� den Einsatz von Dependent�Types
erfordert� Lediglich in �KK
�� erfolgt am Rande ein Hinweis auf die Axiomatisierung von re�
kursiven Bereichen� die durch covariante Funktoren charakterisiert werden� F�ur den allgemei�
nen Fall von Funktoren mit contravarianten Anteilen fehlt aber auch hier eine Unterst�utzung�

Auf der anderen Seite gibt es spezi�sche Literatur zur Logik LCF �Pau��� Mon��� Pau���� in
der bestimmte Axiome zur Formalisierung von rekursiven Typen einfach verwendet werden�
ohne diese Axiome explizit zu rechtfertigen� Gerade in �Pau��� erfolgt die Axiomatisierung
g�anzlich unmotiviert und nicht formal fundiert� Dies soll nicht etwa hei�en� da� diese Arbeiten
irgendwelche Fehler enthielten� ich m�ochte an dieser Stelle lediglich die fehlende Motivation
f�ur die verwendeten Axiome bem�angeln�

Ziel dieses Kapitels ist die Darstellung einer kategoriellen Theorie f�ur die L�osung von Be�
reichsgleichungen� die die unmittelbare Anwendung ihrer Ergebnisse auf die Logiken HOLCF
bzw� LCF erlaubt� Speziell soll in dieser Darstellung auch die Form der zur Axiomatisierung
der initialen L�osungen eingesetzten Axiome motiviert werden� Dabei werden keine neuen
technischen Ergebnisse pr�asentiert� vielmehr werden bereits bekannte kategorielle Techniken
aufbereitet und deren praktischer Einsatz in der Logik HOLCF demonstriert�



��� Formalisierung von Bereichsgleichungen in HOLCF

Die hier vorgestellte kategorielle Behandlung von Bereichsgleichungen st�utzt sich auf Arbeiten
von Peter Freyd �Fre
	� Fre
�� Fre
�� ab� Diese Arbeiten erlangen ihre praktische Relevanz
durch den Umstand� da� die initialen L�osungen von Bereichsgleichungen nicht wie �ublich
durch globale Kriterien mittels der Co�Limes Konstruktion charakterisiert sind� sondern viel�
mehr lokale Kriterien angegeben werden� die unmittelbar als Axiomatisierung in einer Logik
wie HOLCF verwendet werden k�onnen� Diese Erkenntnis wird in den Arbeiten von Freyd
jedoch nicht ausdr�ucklich betont und bleibt dem kategoriell unbedarften Leser mit Sicherheit
verborgen� da die Darstellung der Inhalte auf einem sehr abstrakten kategoriellen Niveau
erfolgt�

Mein Zugang zum Inhalt von Freyds Arbeiten erfolgte ausschlie�lich durch eine Vorlesung �uber
Bereichstheorie� die Thomas Streicher imWintersemester �

�
� an der Ludwig�Maximilians
Universit�at M�unchen hielt� In den Vorlesungsnotizen� die Thomas Streicher mir freundlicher�
weise zur Verf�ugung stellte� wird in verst�andlicher und eing�angiger Form die kategorielle
Theorie zur Formalisierung und L�osung von Bereichsgleichungen dargestellt� Im ersten Teil
der Notizen werden rekursive Bereiche behandelt� die durch covariante Funktoren charakte�
risiert werden k�onnen� Im zweiten Teil wird dann der allgemeine Fall von Funktoren mit
covarianten und contravarianten Anteilen �mixed�variant functors� abgehandelt�

In Abschnitt ��� werde ich mich auf den einfachen Fall der ausschlie�lich covarianten Funk�
toren beschr�anken� da in Kapitel � nur solche rekursiven Typen behandeln werden� die sich
durch covariante Funktoren beschreiben lassen� Durch diese Beschr�ankung kommen die Er�
gebnisse von Freyds Arbeit zwar nicht voll zum Tragen� die Zweckm�a�igkeit seines Ansatzes
wird aber auch im einfachen Fall der covarianten Funktoren deutlich� Die Darstellung der
Theorie in Abschnitt ��� orientiert sich eng an den Notizen von Thomas Streicher� In Ab�
schnitt ��� werde ich zeigen� wie die Ergebnisse der abstrakten kategoriellen Behandlung auf
die Logik HOLCF angewendet werden k�onnen� In Abschnitt ��� wird dann die konservative
Theorieerweiterung durch rekursive Typen im Stil von Abschnitt ��� formuliert�
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Zum Verst�andnis dieses Abschnitts sind nur grundlegende Kenntnisse der Kategorientheorie
erforderlich� Vorausgesetzt wird die Kenntnis der Begri�e Kategorie� Objekte der Kategorie�
Morphismen der Kategorie� initiales und terminales Objekt und Funktor auf einer Katego�
rie� Eine De�nition dieser Begri�e �ndet sich auf den ersten Seiten jeder Einf�uhrung in die
Kategorientheorie �AL
�� LS����Die restlichen Begri�e werden eingef�uhrt�

Rekursive Gleichungen f�ur stetige Funktionen l�ost man dadurch� da� man den kleinsten Fix�
punkt des zugeh�origen Funktionals konstruiert� Der kleinste Fixpunkt eines Funktionals ist
zugleich auch der kleinste Pr�a�xpunkt des Funktionals� Die Charakterisierung der gesuchten
L�osung f�ur die rekursive Gleichung als kleinster Pr�a�xpunkt des zugeh�origen Funktionals lie�
fert die Motivation f�ur die in diesem Abschnitt dargestellte kategorielle Verallgemeinerung�
Aus dem Bereich mit cpo�Struktur wird eine CPO�Kategorie� die stetige Endofunktion wird
zum �lokal� stetigen Endofunktor auf der Kategorie� Pr�a�xpunkte bzgl� der stetigen Funk�
tion werden zu sogenannten F �Algebren bzgl� des Funktors F abstrahiert� und der kleinste
Pr�a�xpunkt wird zur initialen F �Algebra in der Kategorie der F �Algebren�
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De�nition ��� F �Algebra� F �Homomorphismus� F �Alg

Sei C eine Kategorie und F � C � C ein Endofunktor auf C� Eine F �Algebra bzgl�
Funktor F ist ein Paar �A� � mit  � C�FA�A��� Ein F �Homomorphismus zwischen
F �Algebren �A� � und �B��� ist ein Morphismus h � C�A�B�� so da� h �  � � � Fh�
Graphisch bedeutet dies� da� folgendes Diagramm kommutiert�

AFA

FB B

Fh

�

h

�

h � � � � � Fh

F �Algebren und F �Homomorphismen bzgl� eines Endofunktors F bilden eine Kate�
gorie F �Alg� deren Objekte die F �Algebren sind� und deren Morphismen die F �
Homomorphismen sind�

F�ur die initiale F �Algebra in der Kategorie F �Alg gilt folgendes Theorem�

Theorem ���

Wenn die F �Algebra �A� � initial in F �Alg ist� dann ist  ein Isomorphismus� d�h� es
gibt ein ! �A� FA mit  � ! � idA und ! �  � idFA� Da in diesem Fall ! eindeutig ist�
wird es i�a� mit �� bezeichnet�

Der Beweis f�ur dieses Theorem �ndet sich u�a� in �Gun
�� S� ��� ���� Er sei hier kurz
dargestellt� Betrachten wir dazu das untenstehende Diagramm�

Aus der Initialit�at von �A� � folgt� da� h existiert und eindeutig bestimmt ist� Daraus
l�a�t sich ableiten� da� alle Teildiagramme des Diagramms kommutieren�

oberes Diagramm�
F � Fh � h � 

unteres Diagramm�

 � F �  � F

�au�eres Diagramm�
 � F � Fh �  � h � 

��
 � F � � h� � � � h� � 

�statt f � C�A�B schreibe ich bisweilen f�ur Morphismen f auch kurz f �A� B�
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AFA

Fh h

�

F �A FA

FA A

F� �

F�

�

Aus der letzten Gleichung folgt� da�  � h �A� A ein F �Homomorphismus ist� Der
Identit�atsmorphismus idA ist aber ebenfalls ein F �Homomorphismus� Damit folgt wegen
der Initialit�at von �A� �� da��

 � h � idA

Aus der Kommutativit�at des oberen Diagramms folgt weiter�

 � h � F � Fh � F � � h� � F �idA� � idFA

Damit ist gezeigt� da�  eine Isomorphismus ist mit �� � h�

Wir betrachten nun Kategorien C� in denen jeder Endofunktor F �C � C mit geeigneten
zus�atzlichen Eigenschaften eine initiale F �Algebra besitzt� Damit dies m�oglich ist� m�ussen an
die Kategorie C und an den Funktor F weitere Anforderungen gestellt werden�

Folgende De�nition charakterisiert eine Variante von Wand�s O�Kategorien �order�enriched
categories� �Wan�
��

De�nition ��� Strikte O�Kategorien

Eine Kategorie C ist genau dann eine strikte O�Kategorie� wenn folgende Bedingungen
erf�ullt sind�

so�cat�� F�ur alle Objekte A�B � Obj�C� tr�agt das Homset C�A�B� eine ��pcpo Struktur�
d�h� es gibt erstens eine partielle Ordnung v auf den Morphismen in C�A�B�� die
vollst�andig bez�uglich ��Ketten� ist� und zweitens gibt es in jedem Homset C�A�B�
ein kleinstes Element �A�B bez�uglich v �

so�cat�� Die Komposition � von Morphismen ist stetig in beiden Argumenten bez�uglich
��Ketten�

���Ketten seien auch hier so de�niert� da� sie stets nicht�leer sind�
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so�cat�� Die Komposition � von Morphismen ist strikt in beiden Argumenten� d�h�

�B�C � f � �A�C und g � �A�B � �A�C

f�ur Morphismen f � C�A�B� und g � C�B�C��

In �AL
�� ist die Striktheit der Komposition im ersten Argument bereits in der De�nition von
O�Kategorien enthalten� w�ahrend in �Gun
�� nur die Eigenschaften so�cat� und so�cat� f�ur
O�Kategorien gefordert werden� Da ich in Bedingung so�cat� die Striktheit in beiden Argu�
menten fordere� habe ich die Bezeichnung strikte O�Kategorie gew�ahlt� Streicher verwendet
in seiner Vorlesung statt strikte O�Kategorie die Bezeichnung strict cpo�enriched categorie�
In �Fre
	� werden strikte O�Kategorien gleich mit zus�atzlichen Eigenschaften eingef�uhrt und
werden dort als CPO�Kategorien bezeichnet� Eine Variante der Freyd�schen De�nition werde
ich sp�ater ebenfalls unter der Bezeichnung CPO�Kategorie einf�uhren�

De�nition ��� Lokal monotone� lokal stetige Funktoren 
Gun�	�

Seien C und D strikte O�Kategorien� Ein Funktor F �C � D hei�t lokal monoton� wenn
f�ur alle Morphismen f� g � C�A�B� gilt�

f v g �� Ff v Fg

Ein lokal monotoner Funktor F �C � D hei�t lokal stetig� wenn f�ur alle ��Ketten �fn�n��
von Morphismen gilt�

F �
G
n��

fn� �
G
n��

Ffn

Das folgende Theorem f�ur F �Algebren in strikten O�Kategorien wird sich in den sp�ateren
Ausf�uhrungen als n�utzlich erweisen�

Theorem ���

Sei C eine strikte O�Kategorie� und sei F ein lokal stetiger Endofunktor auf C� Seien
weiterhin �A� � eine F �Algebra�  ein Isomorphismus und �B��� eine andere F �Algebra�
Dann gibt es stets einen kleinsten F �Homomorphismus f �A� B�

Beweis� Wir suchen einen Morphismus f � so da� erstens das folgende Diagramm kom�
mutiert�

AFA

FB B
�

�

Ff f f � � � � � Ff
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und zweitens f kleiner ist� als jeder andere Morphismus g� f�ur den das Diagramm
ebenfalls kommutiert� Da  ein Isomorphismus ist� reicht es einen Morphismus f zu
�nden� der der kleinste Fixpunkt f�ur folgende Gleichung ist�

f � � � Ff � ��

Da C eine strikte O�Kategorie ist� und der Funktor F lokal stetig ist� k�onnen wir den
kleinsten Fixpunkt der Gleichung durch die Standard�Konstruktion f�ur kleinste Fix�
punkte gewinnen� Wir de�nieren�

f �
G
n��

fn wobei f
 � �A�B und fn�� � � � Ffn � 
��

Per Konstruktion ist der so de�nierte Morphismus f der kleinste F �Homomorphismus
zwischen �A� � und �B����

Die im Beweis benutzte Konstruktion f�ur den kleinsten F �Homomorphismus wird uns noch

�ofter begegnen� Daher werde ich im folgenden statt �f ist der kleinste F �Homomorphismus
zwischen �A� � und �B���� etwas salopper schreiben �f � �x��f�� � Ff � ����� um an die
Konstruktion zu erinnern�

Jetzt kommen wir zur zentralen Aussage dieses Abschnitts� Hier wird die kategorielle Recht�
fertigung f�ur die Axiome gegeben� die in HOLCF und LCF zur Axiomatisierung von rekursiven
Bereichstypen verwendet werden� Die hier gemachte Aussage f�ur den einfachen Fall des co�
varianten Funktors �ndet sich zwar auch schon in Vorlesungsnotizen von Plotkin aus dem
Jahr �
�� �KK
��� die besondere Betonung der lokalen Charakterisierbarkeit der initialen
F �Algebra �ndet man aber erst in �Fre
	��

Theorem ��� Lokales Kriterium f�ur initiale F �Algebren

Sei C eine strikte O�Kategorie und F ein lokal stetiger Endofunktor auf C� Sei weiterhin
�A� � eine F �Algebra� Dann sind folgende beiden Aussagen� �aquivalent�

�� Der Morphismus  ist ein Isomorphismus� und die Identit�at idA ist der kleinste F �
Endomorphismus zwischen �A� � und sich selbst� In Zeichen� unter Verwendung
der saloppen Notation� bedeutet dies�

 � �� � idA
�� �  � idFA
idA � �x��h� � Fh � ���

�� Die F �Algebra �A� � ist initial in der Kategorie F �Alg�

Bemerkungen zum Theorem�

Die erste Bedingung ist ein lokales Kriterium zur Charakterisierung der initialen
F �Algebra� die ausschlie�lich Aussagen �uber die eine F �Algebra �A� � macht� Da�
gegen spricht die zweite Bedingung �uber die Menge aller F �Algebren� Der Vorteil

�in �Fre��� wird noch eine dritte �aquivalente Aussage �uber terminale F �CoAlgebren gemacht�
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der ersten Bedingung liegt darin� da� f�ur konkrete Funktoren F die Anwendung
FA des Funktors auf Objekte bzw� die Anwendung Fh des Funktors auf Morphis�
men in einer Logik wie HOLCF oder LCF syntaktisch ausgedr�uckt werden kann�
Somit besteht in der Logik die M�oglichkeit zur Axiomatisierung der initialen F �
Algebra� obwohl der Funktor F an sich nicht geschlossen in der Sprache der Logik
dargestellt werden kann� So ist in der Logik HOLCF f�ur einen konkreten Funktor
F die Anwendung FA ein Typterm f�ur pcpo�Typen� und die Anwendung Fh ist
ein Term f�ur eine Operation�

Beweis des Theorems ����

� �� �� Die Isomorphie�Eigenschaft folgt unmittelbar aus Theorem ���� Da der Morphismus
idA stets existiert und wegen der Initialit�at von �A� � damit der einzige ist� ist er
trivialerweise auch der kleinste�

� �� �� Sei �B��� eine beliebige F �Algebra� Aus Theorem ��� wissen wir� da� der Morphis�
mus

f � �x��f�� � Ff � ���

der kleinste F �Homomorphismus zwischen �A� � und �B��� ist� Es gilt also insbeson�
dere�

AFA

FB B
�

�

Ff f f � � � � � Ff

Die Existenz eines F �Homomorphismus ist somit trivial sichergestellt� Um die In�
itialit�at von �A� � zu zeigen� m�ussen wir nur noch nachweisen� da� f der einzige F �
Homomorphismus ist�

Nach Voraussetzung wissen wir� da��

idA � �x��h� � Fh � ���

d�h��

idA �
G
n��

hn wobei h
 � �A�A und hn�� �  � Fhn � 
��

Aus Theorem ��� wissen wir� da��

f � �x��f�� � Ff � ���



��	 Formalisierung von Bereichsgleichungen in HOLCF

d�h��

f �
G
n��

fn wobei f
 � �A�B und fn�� � � � Ffn � 
��

Sei nun g �A� B ein beliebiger anderer F �Homomorphismus� d�h��

� � Fg � g � 

Wenn f der einzige F �Homomorphismus sein soll� dann mu� f � g gelten� Dazu
benutzen wir das Hilfstheorem �n� g�hn � fn� das wir im Anschlu� an den Hauptbeweis
zeigen werden� Mit dem Hilfstheorem l�a�t sich folgende Gleichungskette bilden�

g

�

g � idA

� f Voraussetzung idA �
F
n�� hn g

g �
F
n�� hn

� f� ist stetig gF
n�� g � hn

� f Hilfstheorem �n� g � hn � fn gF
n�� fn

�

f

Der Beweis f�ur das Hilfstheorem �n� g � hn � fn erfolgt durch Induktion �uber n�

Induktionsanfang� n � 	

g � h


�

g � �A�A

� f� ist strikt g

�A�B

�

f
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Induktionsschritt� n� n  �

g � hn��

�

g � � � Fhn � ���

� fg ist ein F �Homomorphismus� d�h� � � Fg � g �  g

� � Fg � Fhn � ��

�

� � F �g � hn� � 
��

� f Induktionsvoraussetzung g

� � F �fn� � 
��

�

fn��

Damit ist Theorem ��� bewiesen�

Theorem ��� zeigt� wie man initiale F �Algebren lokal charakterisieren kann� es macht je�
doch keine Aussagen �uber die Existenz von initialen F �Algebren� Um diese zu gew�ahrleisten�
m�ussen weitere Anforderungen an die Kategorie C gestellt werden� Zun�achst eine vorberei�
tende De�nition�

De�nition ��� EP�Paare

Sei C eine strikte O�Kategorie� Ein Paar ��� �� von Morphismen � �A� B und � �B � A
hei�t EP�Paar �embedding�projection pair�� wenn�

� � � � idA und � � � v idB

Es folgt die De�nition f�ur eine Variante von Freyd�s CPO�Kategorien� die sich enger an die
Notizen von Thomas Streicher anlehnt�

De�nition ��� CPO�Kategorien

Eine strikte O�Kategorie C hei�t CPO�Kategorie� wenn folgende zus�atzlichen Bedingun�
gen erf�ullt sind�

cpo�cat�� Es gibt ein Nullobjekt 	 �Bi�Terminator� in C� d�h� ein Objekt� das initial und
terminal zugleich ist�

cpo�cat�� F�ur jede Folge von EP�Paaren

��n �Dn � Dn��� �n �Dn�� � Dn�n��

gibt es ein Objekt D � Obj�C� und eine Folge von EP�Paaren

�	n �Dn � D� �n �D� Dn�n��

so da� gilt�
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�� 	n�� � �n � 	n und �n � �n�� � �n

��
F
n�� 	n � �n � idD

Bemerkungen zur Bedingung cpo�cat��

Die 	n � �n bilden eine Kette� was man leicht durch folgende �Uberlegung einsieht�

	n � �n � 	n�� � �n � �n � �n��

v 	n�� � idDn��
� �n��

� 	n�� � �n��

Weil C eine strikte O�Kategorie ist� existiert daher das Supremum in Bedingung
cpo�cat����

In kategorieller Sprechweise garantieren die Bedingungen cpo�cat� und cpo�cat��
da� es zu jedem Diagramm ��n �Dn � Dn���n�� einen Limes �D� 	n�n�� gibt� so
da� �D� �n�n�� zugleich ein Co�Limes f�ur das Diagramm ��n �Dn�� � Dn�n�� ist�

F�ur die Komposition von EP�Paaren einer Folge ��n� �n�n�� bietet sich folgende Abk�urzung
an�

De�nition ��	

Sei C eine CPO�Kategorie und ��n �Dn � Dn��� �n �Dn�� � Dn�n�� eine Folge von EP�
Paaren� Dann sind die Morphismen �n�m �Dn � Dm und �m�n �Dm � Dn f�ur alle n � m

de�niert wie folgt�

�n�m �

�
�m�� � � � � � �n n � m

idDn
n � m

�m�n �

�
�n � � � � � �m�� n � m

idDm
n � m

Graphisch veranschaulicht hei�t dies�

Dn Dn�� � � �Dm�� Dm

�n �m��

�n �m��

�m�n

�n�m

Die eben de�nierten Morphismen �n�m �Dn � Dm und �m�n �Dm � Dn haben folgende Eigen�
schaften�
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Theorem ���

F�ur alle n � m ist ��n�m� �m�n� ein EP�Paar�

Beweis� leichte Induktion

Theorem ���

F�ur alle n � m gilt�

	m � �n�m � 	n und �m�n � �m � �n

Graphisch bedeutet dies� da� in folgendem Bild jeweils das innere bzw� das �au�ere
Diagramm kommutiert�

Dn Dm

D

�n

�n �m

�m

�n�m

�m�n

Beweis� Induktion �uber m und Verwendung von Bedingung cpo�cat����

Theorem ��	

F�ur alle n � m gilt�

�n�m � �m � 	n und �m�n � �n � 	m

Beweis� folgt direkt aus Theorem ��� durch Linkskomposition mit �m bzw� Rechtskom�
position mit 	m und Eigenschaft �m � 	m � id der EP�Paare �	m� �m��

Das n�achste Theorem garantiert die Existenz von initialen F �Algebren in CPO�Kategorien�

Theorem ��
 Existenz von initialen F �Algebren

Sei F ein lokal stetiger Endofunktor F �C � C auf der CPO�Kategorie C� Dann gibt es
eine F �Algebra �D� �� so da�  ein Isomorphismus ist und idD � �x��h� � Fh � ����

Bemerkung� Mit Theorem ��� folgt dann sofort� da� �D� � initial in der Kategorie
F �Alg ist�
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Beweis des Theorems ����
Zuerst de�nieren wir eine Folge von EP�Paaren

��n �Dn � Dn��� �n �Dn�� � Dn�n��

Wir n�utzen dabei aus� da� C eine CPO�Kategorie ist� und demnach ein Nullobjekt 	 besitzt�

D
 � 	 Dn�� � FDn

�
 � �
�D�
�n�� � F�n

�
 � �D��
 �n�� � F�n

Da F lokal monoton ist� ist ��n� �n�n�� eine Folge von EP�Paaren� Nach Bedingung cpo�cat�
in De�nition ��� gibt es dann aber ein Objekt D � Obj�C� und eine Folge von EP�Paaren

�	n �Dn � D� �n �D � Dn�n��

so da� gilt�

�� 	n�� � �n � 	n und �n � �n�� � �n

��
F
n�� 	n � �n � idD

Dies n�utzen wir aus und de�nieren die beiden Morphismen  �FD � D und ! �D� FD wie
folgt�

 �
G
n��

	n�� � F�n und ! �
G
n��

F	n � �n��

Mit Hilfe der Eigenschaft cpo�cat��� und der De�nition f�ur die Folge ��n� �n�n�� weist man
leicht die Existenz der obigen Suprema nach� Folgende Graphik verdeutlicht die bisherige
Konstruktion�

D

�n

�n

�n

�n

� � �Dn � FDn��

F�n

FD

Dn�� � FDn � � �

�n��

F�n�n��

�

��
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Per Konstruktion ist �D� � eine F �Algebra� Als n�achstes zeigen wir� da�  ein Isomorphismus
ist mit ! � ���

 � ! � �
G
n��

	n�� � F�n� � �
G
n��

F	n � �n���

� stetig
�

G
n��

	n�� � F�n � F	n � �n��

�
G
n��

	n�� � F ��n � 	n� � �n��

�
G
n��

	n�� � F �idDn
� � �n��

�
G
n��

	n�� � �n��

cpo�cat���
� idD

Umgekehrt zeigen wir�

! �  � �
G
n��

F	n � �n��� � �
G
n��

	n�� � F�n�

� stetig
�

G
n��

F	n � �n�� � 	n�� � F�n

EP
�

G
n��

F	n � F�n

�
G
n��

F �	n � �n�

F lokal stetig
� F �

G
n��

	n � �n�

cpo�cat���
� F �idD�

� idFD

Damit ist gezeigt� da�  ein Isomorphismus ist mit ! � ��� Als letztes zeigen wir nun noch�
da� die Identit�at idD gleich dem Morphismus h � �x��h� �Fh���� ist� der gem�a� Theorem
��� existiert und der kleinste F �Endomorphismus ist� Die Schreibweise

h � �x��h� � Fh � ���

steht bekanntlich f�ur die Konstruktion

h �
G
n��

hn wobei h
 � � und hn�� �  � Fhn � 
��

Mit dem Hilfstheorem �n� hn � 	n��n� das wir im Anschlu� an den Hauptbeweis gleich zeigen
werden� k�onnen wir den Beweis f�ur das Theorem ��� abschlie�en�

�n� hn � 	n � �n

��
G
n��

hn �
G
n��

	n � �n

cpo�cat���
�� �x��h� � Fh � ��� � idD
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Wir beweisen nun das Hilfstheorem �n� hn � 	n � �n per Induktion�

Induktionsanfang� n � 	

h
 � �D�D � �
�D � �D�
 � 	
 � �


Induktionsschritt� n� n �

hn��

�

 � Fhn � ��

� f Induktionsvoraussetzung g

 � F �	n � �n� � 
��

�

 � F	n � F�n � 
��

� f De�nitionen f�ur  und ! � �� g

�
F
n�� 	n�� � F�n� � F	n � F�n � �

F
n�� F	n � �n���

� f Standardargumentation �uber Majoranten� Lau�ndex m mit n konstant� g

�
F
n�m 	m�� � F�m� � F	n � F�n � �

F
n�m F	m � �m���

� f � stetig� F lokal stetiger Funktor g

�
F
n�m 	m�� � F ��m � 	n�� � �

F
n�m F ��n � 	m� � �m���

� f Theorem ���� �n�m � �m � 	n und �m�n � �n � 	m g

�
F
n�m 	m�� � F ��n�m�� � �

F
n�m F ��m�n� � �m���

� f De�nition der �n�m und �m�n � F Funktor g

�
F
n�m 	m�� � �n���m��� � �

F
n�m �m���n�� � �m���

� f Theorem ���� 	m � �n�m � 	n und �m�n � �m � �n g

�
F
n�m 	n��� � �

F
n�m �n���

� f Standardargumentation �uber Suprema� n ist konstant� g

	n�� � �n��

Somit ist das Hilfstheorem bewiesen und damit auch der Beweis f�ur das Theorem ��� beendet�

Zum Abschlu� dieses Abschnitts m�ochte ich noch kurz die wesentliche Aussage von Freyd�s
Arbeit �Fre
	� f�ur den allgemeineren Fall eines lokal stetigen Funktors F �Cop � C � C mit
contravarianten und covarianten Anteilen �mixed�variant functor� darstellen� Analog zum
Begri� der F �Algebra de�niert man hier den Begri� der F �Dialgebra als Tripel �A� � !� mit
Objekt A und Morphismen  �FAA� A und ! �A� FAA� Es gilt dann folgender� an die
Notation dieses Abschnitts angepa�te Satz� der eine Verallgemeinerung der Theoreme ��� und
��� ist�
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Theorem ��

Sei F �Cop � C � C ein lokal stetiger Funktor auf der CPO�Kategorie C und sei �A� � !�
eine F �Dialgebra� Dann sind folgende beiden Aussagen �aquivalent�

�� �lokale Charakterisierung� Der Morphismus  ist ein Isomorphismus mit �� � !�
und die Identit�at idA ist der kleinste F �Endomorphismus zwischen �A� � !� und
sich selbst� d�h� idA v h f�ur jedes h mit  � Fhh � h � �

Unter Verwendung der saloppen Notation bedeutet dies�

 � �� � idA
�� �  � idFAA
idA � �x��h� � Fhh � ���

�� �globale Charakterisierung� Eindeutigkeit� F�ur jede andere F �Dialgebra �B��� !��
gibt es eindeutig bestimmte Morphismen u �A� B und v �B � A� so da� folgende
Diagramme kommutieren�

A

B
�

�

FAA

FBB

Fvu u

A

B

FAA

FBB

Fuv

��

��

v

Weiterhin gibt es immer eine F �Dialgebra �A� � !�� f�ur die die erste Aussage erf�ullt ist
�Existenzaussage��

Beweis� siehe �Fre
	�

��� Anwendung der kategoriellen Theorie auf HOLCF

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt� wie initiale L�osungen von Bereichsgleichungen in strikten
O�Kategorien charakterisiert werden und wie sie in CPO�Kategorien konstruiert werden� In
diesem Abschnitt wird gezeigt� wie die kategorielle Theorie auf Modelle von HOLCF�Theorien
angewendet werden kann�

Im folgenden werden HOLCF�Theorien Th betrachtet� die die Theorie ccc� aus Abschnitt
���� als Teiltheorie enthalten� In Abschnitt ����� wird eine CPO�Kategorie PCPO ausgezeich�
net� die sich aus dem jeweiligen Modell M f�ur die Theorie Th ableiten l�a�t� In Abschnitt
����� werden dann sogenannte Funktorterme eingef�uhrt� mit deren Hilfe sich lokal stetige En�
dofunktoren F �PCPO � PCPO beschreiben lassen� Gem�a� der Theorie aus Abschnitt ���
existieren f�ur diese Funktoren stets initiale F �Algebren� die sich durch die lokalen Kriterien
aus Satz ��� auch in einer Logik wie HOLCF oder LCF syntaktisch charakterisieren lassen�
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	���� Die CPO�Kategorie PCPO

Sei im folgenden Th � �%� Ax�KAx� eine HOLCF�Theorie� die die Theorie ccc� aus Abschnitt
���� als Teiltheorie enth�alt� und seiM � �TM� C� mit TM � �K� T C� ein beliebiges� durch
konservative Modellerweiterung entstandenes� Modell f�ur Th� Dann k�onnen wir folgende
Kategorie PCPO ausM ableiten�

De�nition ��
 Die Kategorie PCPO

Als Menge der Objekte Obj�PCPO� w�ahlen wir das Universum pcpoTM� das die Inter�
pretation der Klasse pcpo in T M ist�

Obj�PCPO� � pcpoTM

Die Morphismen Mor�PCPO� leiten wir aus der Menge der strikten Operationen �uber
der Klasse pcpo ab� Die Morphismen werden explizit als Tripel �f� domf � codomf� de�
�niert� um der kategoriellen Maschinerie Gen�uge zu tun� Diese verlangt� da� es zwei
Abbildungen dom und codom gibt� die jedem Morphismus seinen Domain und Codomain
zuweisen�

Mor�PCPO� � f�f�X� Y � j �XY � pcpoTM� f � X � TM Y �
fappX�Y �f���X� � �Y g

Dabei stehen fappX�Y � �X und �Y f�ur die Interpretationen der polymorphen Konstan�
ten fapp und � spezialisiert auf die jeweiligen X und Y �

Die Abbildungen dom und codom sind de�niert wie folgt�

�f�X� Y � � Mor�PCPO�� dom�f�X� Y � � X � codom�f�X� Y � � Y

Die Abbildung id� die jedem Objekt X den Identit�atsmorphismus idX zuweist� ist de��
niert als�

id�X� � idX � �IDX � X�X�

Dabei ist IDX die Interpretation der polymorphen Konstanten ID��y�y aus Theorie
ccc� spezialisiert auf X �

Die Komposition � von Morphismen �f� Y� Z� und �g�X� Y � ist de�niert als�

�f� Y� Z� � �g�X� Y � � �f ooX�Y�Z g�X� Z�

Dabei ist ooX�Y�Z die Interpretation der polymorphen Konstanten oo aus Theorie ccc�
spezialisiert auf X �Y und Z�

Es gilt o�ensichtlich der folgende Satz�
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Theorem ���

Das in De�nition ��� eingef�uhrte mathematische Objekt PCPO ist eine Kategorie�

Die Aussage folgt direkt aus der De�nition von PCPO� Die Erf�ullung der Identit�ats� und
Assoziativit�atsgesetze f�ur die Komposition von Morphismen folgt aus den Theoremen
der Theorie ccc� in Abschnitt ���� und der Tatsache� da� die Komposition strikter
Operationen mittels oo wieder strikte Operationen ergibt�

Als n�achstes de�nieren wir eine Ordnung auf den Homsets PCPO�A�B� und machen damit
PCPO zu einer strikten O�Kategorie�

De�nition �� Die strikte O�Kategorie PCPO

Die Ordnung v auf den Homsets PCPO�A�B� leiten wir aus der Ordnung v A� B

ab� welche die Interpretation des polymorphen Ordnungssymbols v spezialisiert auf
den Raum der Operationen A� TM B ist� Wir de�nieren�

�f� A�B� v �g� A�B��� f v A � B g

Das kleinste Element �A�B ist damit�

�A�B � ��A � B� A� B�

Es gilt auch hier o�ensichtlich der folgende Satz�

Theorem ����

Mit der in De�nition ��� eingef�uhrten Ordnung wird PCPO zu einer strikten O�
Kategorie�

Per De�nition erh�alt jeder Homset eine ��pcpo Struktur mit kleinstem Element� Die
Striktheit und Stetigkeit der Komposition � von Morphismen folgt direkt aus den ent�
sprechenden Eigenschaften der Komposition oo von Operationen� die sich �nur� f�ur
strikte Argument�Operationen selbst strikt verh�alt�

Als n�achstes zeigen wir� da� die O�Kategorie PCPO sogar eine CPO�Kategorie ist� Die dazu
ben�otigten zus�atzlichen Objekte mit ihren Eigenschaften sind durch die Wahl der Ordnung
auf den Morphismen und die interne Struktur der Kategorie PCPO bereits festgelegt� da
Nullobjekte� Limiten und Co�Limiten bis auf Isomorphie eindeutig sind� falls sie existieren�
Die nachfolgende Konstruktion f�ur das Objekt D und die Folge der EP�Paare �	n� �n� ent�
spricht nat�urlich der Standardkonstruktion aus der Literatur� die hier nur f�ur die speziellen
Belange der Kategorie PCPO angepa�t wurde�

De�nition ��� Die CPO�Kategorie PCPO

Das Nullobjekt in PCPO ist durch voidTMpcpo gegeben� also die Interpretation der Typ�
konstanten void mit Arit�at pcpo�

	 � voidTMpcpo
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Wenn A � Obj�PCPO�� dann sind die eindeutigen initialen und terminalen Morphismen
f�ur beliebige Typbelegung � gegeben durch�

iA � ����x��void���������A���� 	� A�

tA � ����x�������void����A���� A� 	�

Es ist leicht einzusehen� da� die verwendeten Operationen �x��void����� und
�x�������void die einzigen strikten Operationen von und in den Typ void sind�

Als n�achstes weisen wir die Existenz des Objekts D und der Folge �	n� �n�n�� nach� Sei
dazu gem�a� Bedingung cpo�cat� aus De�nition ��� eine Folge von EP�Paaren

��n �Dn � Dn��� �n �Dn�� � Dn�n��

gegeben�

Als Objekt D w�ahlen wir eine geeignete Teilmenge des abz�ahlbaren kartesischen Pro�
dukts �n��Dn� Die Objekte der Kategorie PCPO sind nach De�nition ��� Elemente
X aus dem Universum pcpoTM� d�h� mathematische Strukturen� die aus einer Tr�ager�
menge� einer Interpretation f�ur die partielle Ordnung v und einer Interpretation f�ur
das kleinste Element � bestehen��

Als Tr�agermenge carD f�ur das Objekt D w�ahlen wir�

carD � fx � �n��car�Dn� j �n � �� �n�xn��� � xng

Dabei ist �n�xn��� die Kurzschreibweise f�ur fappDn���Dn
�f��xn���� wenn der Morphis�

mus �n das Tripel �f�Dn��� Dn� ist� und xn steht jeweils f�ur die n�te Komponente des
abz�ahlbar unendlichen Tupels x�

Die partielle Ordnung v D auf dem Tr�ager des Objekts D gewinnen wir durch punkt�
weise Fortsetzung der partiellen Ordnungen auf den Dn� welches die kanonische Ordnung
auf Produkten ergibt� Das kleinste Element �D ist damit automatisch das unendliche
Tupel ��D�

��D�
��D�

� � � ��� Somit erhalten wir ein Element im Universum pcpoTM und
damit ein Objekt der Kategorie PCPO� Zur Wohlde�niertheit werde ich im Anschlu�
an die De�nition noch einige Bemerkungen machen�

Nun de�nieren wir die Folge der Morphismen

�	n �Dn � D� �n �D� Dn�n��

so da� sie eine Folge von EP�Paaren bildet� Der Morphismus 	n �Dn � D wird f�ur alle
n de�niert als�

	n � �fabsDn�D�fn�� Dn� D�

�auf die exakte Formulierung mittels der Selektoren car�stru�strufam und const verzichte ich zugunsten der
besseren Lesbarkeit� Diesbez�ugliche Details �nden sich in Abschnitt ��
�
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wobei die Hilfsfunktion fn f�ur alle Komponenten m des unendlichen Ergebnistupels in
D de�niert wird wie folgt�

�fn�x��m �

����	
��m�� � � � � � �n��x� * n � m

x * n � m

��m � � � � � �n����x� * m � n

Dabei wurde wieder die vereinfachte Notationm�x� f�ur fappX�Y �fo��x� verwendet� wenn
m � �fo�X� Y ��

Der Morphismus �n �D � Dn wird f�ur alle n de�niert als�

�n � �fabsD�Dn
�fn�� D�Dn�

wobei

fn�x�� � � � � xn� � � �� � xn

Der Morphismus �n ist also einfach die n�te Projektion f�ur das unendliche Tupel�

Bemerkungen zur Wohlde�niertheit des Objekts D und der Morphismen �	n� �n��

 Die Tr�agermenge carD des Objekts D ist wegen der Abschlu�eigenschaften von Pr�auni�
versen aus De�nition ����� Abschnitt ��� wieder ein Element des Pr�auniversums PU �
welches dem Modell M zugrunde liegt� F�ur die diesbez�ugliche Argumentation k�onnen
insbesondere die Eigenschaften E� �Abschlu� bez�uglich Teilmengenbidlung� und E�
�Abschlu� bez�uglich Bildung des abz�ahlbaren Produkts� herangezogen werden� Damit
ist aber auch sichergestellt� da� das Objekt D ein Element des Universums pcpoTM ist�
da dieses Universum durch konservative Modellerweiterung entstanden ist und somit
maximal gro� ist� d�h� jeden Bereich mit ��pcpo Struktur enth�alt� der auf der Grund�
lage des Pr�auniversums PU gebildet werden kann� Per Konstruktion ist D ein Bereich
mit ��pcpo Struktur�

 Aus der Konstruktion der Hilfsfunktionen fn� die bei der De�nition der Morphismen
	n und �n eingesetzt werden� ist leicht ersichtlich� da� die Abbildungen fn strikte und
stetige Funktionen sind� Daher entstehen durch Anwendung der Abstraktionsfunktion
fabs f�ur Operationen sicher strikte Operationen� und damit ist die Wohlde�niertheit
der Morphismen 	n und �n garantiert�

Theorem ����

Die Kategorie PCPO ist eine CPO�Kategorie� Insbesondere erf�ullen das Objekt D und
die Folge �	n� �n�n��� die f�ur die Kategorie PCPO festgelegt wurden� die Bedingung
cpo�cat� aus der De�nition ����

Beweis�
Per Konstruktion erf�ullt das Objekt 	 mit den zugeh�origen Morphismen iA und tA die
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Eigenschaften eines Nullobjekts� Damit ist Bedingung cpo�cat� f�ur CPO�Kategorien
erf�ullt�

Die komplette Konstruktion des Objekts D und der Folge �	n� �n�n�� �ndet sich in teils
anderer� aber analoger Notation� in �Sch��� Seiten ��	����� und �Pau��� Seiten �	���	���
Insbesondere �ndet man dort Beweise f�ur�

�� �	n� �n�n�� ist eine Folge von EP�Paaren�

�� 	n�� � �n � 	n und �n � �n�� � �n

��
F
n�� 	n � �n � idD

Somit ist gezeigt� wie in jedem Modell M einer Theorie Th mit ccc� 	 Th eine CPO�
Kategorie PCPO indenti�ziert werden kann� Wenden wir uns nun der Frage zu� wie lokal
stetige Endofunktoren F �PCPO � PCPO in der Syntax der Logik HOLCF beschrieben wer�
den k�onnen�

	���� Funktorterme

Die Audrucksst�arke der Logik HOLCF reicht nicht aus� um einen Funktor F als ganzes in
Form eines Terms der Sprache darzustellen� Wenn wir jedoch die lokale Charakterisierung
von initialen F �Algebren in Theorem ��� betrachten� so f�allt auf� da� der Funktor F nur im
Anwendungskontext vorkommt� Folglich reicht es� wenn wir die Anwendung FA des Funktors
F auf Objekte A und die Anwendung Fh des Funktors F auf Morphismen h in der Logik
syntaktisch ausdr�ucken k�onnen�

Aus der speziellen Struktur der Kategorie PCPO folgt� da� der Objektanteil FO eines Funk�
tors F eine Abbildung von pcpo�Typen in pcpo�Typen ist� und da� der Morphismusanteil
FM des Funktors eine Abbildung von strikten Operationen in strikte Operationen sein mu��
Daraus wiederum folgt� da� im Anwendungskontext FOA einen pcpo�Typ darstellt� und FMh

f�ur eine strikte Operation steht�

Im folgenden werde ich eine neue Sorte von Termen einf�uhren� die sogenannten Funktorterme�
die es erlauben� primitive Funktoren und deren Kompositionen zu beschreiben� Aufgrund der
in HOLCF vorkommenden Polymorphie enthalten diese Funktorterme Typvariablen� Funk�
torterme stehen also f�ur ganze Familien von Funktoren� man kann sie auch als polymorphe
Funktoren au�assen� Gleichzeitig de�niere ich deren Anwendung auf pcpo�Typterme und
Operationen dergestalt� da� die Anwendung des Funktorterms FT auf einen pcpo�Typterm
� durch einen pcpo�Typterm � � dargestellt werden kann und analog dazu die Anwendung
des Funktorterms FT auf einen Operationsterm t durch einen Operationsterm t� ausgedr�uckt
werden kann�

Funktorterme werden nur als technisches Hilfsmittel eingef�uhrt� um die kategorielle Theo�
rie aus Abschnitt ��� auf die Logik HOLCF anwenden zu k�onnen� In den resultierenden
HOLCF�Axiomen zur Formalisierung der initialen L�osung von Bereichsgleichungen treten die
Funktorterme nicht mehr auf�

Im Anschlu� daran werde ich eine Semantik f�ur Funktorterme de�nieren� so da� f�ur jede Be�
legung � von Typvariablen die Interpretation des Funktorterms unter dieser Belegung einen
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lokal stetigen Funktor auf der Kategorie PCPO beschreibt� F�ur die so de�nierte Semantik
wird dann noch gezeigt� da� sie mit der vorher de�nierten Elimination der Funktorterme im
Anwendungskontext vertr�aglich ist� was letztendlich die getrennte Darstellung des Objektan�
teils und des Morphismusanteils von Funktortermen in der Syntax von HOLCF rechtfertigt�

Die folgende De�nition f�uhrt das Konzept der ein� und zweistelligen Funktorterme ein� Zwei�
stellig sind dabei nur die primitiven Funktorterme �� und   � Zusammengesetzte Funk�
torterme sind immer einstellig� was der Intuition entspricht� da� sie Endofunktoren auf der
Kategorie PCPO beschreiben� Simultan mit der De�nition der Funktorterme wird auch ihre
Anwendung auf Typterme und Operationen de�niert� sowie die Menge der in Funktortermen
FT vorkommenden Typvariablen TV �FT ��

De�nition ���� Funktorterme

Sei Th � �%� Ax�KAx� eine HOLCF�Theorie� die die Theorie ccc� aus Abschnitt ����
als Teiltheorie enth�alt� Seien weiterhin � � ��� ��� �� und �� Typterme aus T��pcpo deren
Typvariablen ausschlie�lich Variablen der Menge "pcpo sind� und seien t� � T���� � ��

und t� � T���� � �� Terme f�ur Operationen mit �TV �t�� � TV �t��� 	 "pcpo�

Dann ist die Menge der Funktorterme �uber der Theorie Th durch folgende induktive
De�nition gegeben�

Identit�at� Der Term I ist ein einstelliger Funktorterm� Die Menge der in I vorkom�
menden Typvariablen ist de�niert als�

TV �I� � �

Die Anwendung auf Typterme �� ist de�niert als�

I�� � ��

Die Anwendung auf Operationen t� ist de�niert als�

It� � t�

Konstante� Der Term K� ist ein einstelliger Funktorterm� Die Menge der in K� vor�
kommenden Typvariablen ist de�niert als�

TV �K�� � TV ���

Der Term K� ist der einzige Funktorterm� der Typvariablen und damit Polymor�
phie einf�uhrt� Alle anderen primitiven Funktorterme enthalten keine Typvariablen�
Die weiter unten de�nierten Kompositionen propagieren lediglich die durch K�

Terme eingef�uhrten Typvariablen� Die Anwendung auf Typterme �� ist de�niert
als�

K��� � �

Die Anwendung auf Operationen t� ist de�niert als�

K� t� � ID �� �

Lifting� Der Term U ist ein einstelliger Funktorterm� Die Menge der in U vorkommen�
den Typvariablen ist de�niert als�

TV �U� � �
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Die Anwendung auf Typterme �� ist de�niert als�

U�� � ����u

Die Anwendung auf Operationen t� ist de�niert als�

Ut� � lift�up oo �t��	

striktes Produkt� Der Term �� ist ein zweistelliger Funktorterm� Die Menge der in
�� vorkommenden Typvariablen ist de�niert als�

TV ���� � �

Die Anwendung auf ein Paar von Typtermen �� und �� ist de�niert als�

� � ���� ��� � ���� �� ����

Die Anwendung auf ein Paar von Operationen t� und t� ist de�niert als�

� � �t�� t�� � ssplit��xy��t���x	���t���y		

strikte Summe� Der Term   ist ein zweistelliger Funktorterm� Die Menge der in
  vorkommenden Typvariablen ist de�niert als�

TV �  � � �

Die Anwendung auf ein Paar von Typtermen �� und �� ist de�niert als�

  ���� ��� � ����  ����

Die Anwendung auf ein Paar von Operationen t� und t� ist de�niert als�

  �t�� t�� � when�sinl oo �t��	�sinr oo �t��	

zweistellige Komposition� Wenn FT� und FT� einstellige Funktorterme sind� dann
ist ihre Komposition hFT�� FT�i ein einstelliger Funktorterm� Die Menge der in
hFT�� FT�i vorkommenden Typvariablen ist de�niert als�

TV �hFT�� FT�i� � TV �FT�� � TV �FT��

Die Anwendung auf Typterme �� ist de�niert als�

hFT�� FT�i�� � FT��FT����

Die Anwendung auf Operationen t� ist de�niert als�

hFT�� FT�it� � FT��FT�t��

dreistellige Komposition� Wenn FT� und FT� einstellige Funktorterme sind� und
GT ein zweistelliger Funktorterm ist� dann ist ihre Komposition hGT� FT�� FT�i
ein einstelliger Funktorterm� Die Menge der in hGT� FT�� FT�i vorkommenden
Typvariablen ist de�niert als�

TV �hGT� FT�� FT�i� � TV �FT�� � TV �FT��

Da alle zweistelligen Funktorterme keine Typvariablen enthalten� ist TV �GT � � �
und mu� somit nicht ber�ucksichtigt werden� Die Anwendung auf Typterme �� ist
de�niert als�

hGT� FT�� FT�i�� � GT �FT���� FT����

Die Anwendung auf Operationen t� ist de�niert als�

hGT� FT�� FT�it� � GT �FT�t�� FT�t��
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Das folgende Beispiel soll die obige De�nition f�ur Funktorterme erl�autern�

Beispiel ��� Beispiel f�ur einen Funktorterm

Als Beispiel betrachten wir den Funktorterm FT � h��� K�� Ui� der zur Formalisierung
von polymorphen Str�omen �uber Typ � benutzt werden kann� Dabei sei � � "pcpo�

Per De�nition ist die Menge der in FT vorkommenden Typvariablen gegeben durch�

TV �FT � � TV �h��� K�� Ui� � f�g

Die Anwendung von FT auf einen Typterm �� ist gegeben durch�

FT�� � h��� K�� Ui��
h��i
� �� �K���� U���
		
� �K���� �� �U���
K�U
� � �� ����u

Die Anwendung von FT auf einen Term t�� der eine Operation beschreibt� ist gegeben
durch�

FTt� � h��� K�� Uit�
h��i
� �� �K�t�� Ut��
		
� ssplit��xy�� K�t���x	���Ut���y		
K�U
� ssplit��xy��ID�����x	���lift�up oo t�	��y		

HOLCF
� ssplit��xy�x��� �� lift�up oo t�	�y		

In der folgenden De�nition wird die Semantik von Funktortermen festgelegt� Die De�nition
erfolgt dabei dergestalt� da� die Interpretation f�ur jede Variablenbelegung � einen lokal steti�
gen Funktor auf der Kategorie PCPO darstellt� und da� die Semantik vertr�aglich ist mit den
in De�nition ���	 festgelegten Anwendungen des Funktorterms auf Typen und Operationen�

De�nition ���� Semantik von Funktortermen

Sei FT ein Funktorterm �uber der Theorie Th� M � �TM� C� mit TM � �K� T C� ein
beliebiges Modell f�ur Th und PCPO die dadurch induzierte Kategorie�

Dann ist f�ur jede Typvariablenbelegung � die InterpretationM��FT ��� des Funktorterms
ein Paar �M��FTO����M��FTM ����� so da� f�ur einen einstelligen Funktorterm�

M��FTO��� � Obj�PCPO�� Obj�PCPO�
M��FTM ��� � Mor�PCPO�� Mor�PCPO�

bzw� im Fall eines zweistelligen Funktorterms�

M��FTO��� � Obj�PCPO��Obj�PCPO�� Obj�PCPO�
M��FTM ��� � Mor�PCPO��Mor�PCPO�� Mor�PCPO�

Die De�nition der InterpretationM��FT ��� erfolgt durch Induktion �uber den Aufbau des
Funktorterms FT � Im folgenden wird die Annotation des Modells M weggelassen� da
es sich immer um dasselbe Modell handelt�
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Identit�at�
��IO��� � X �� X
��IM ��� � m �� m

Konstante�
��KO

� ��� � X �� ��� ���
��KM

� ��� � m �� ���ID������� ��� ���� ��� ����

Lifting�
��UO��� � X �� uTMpcpo�pcpo�X�

��UM ��� � �f�X� Y � ��
�����fo���� ��lift�up oo fo	����X���Y�����f��
��UO����X�� ��U

O����Y ��

striktes Produkt�
����O��� � �X� Y � �� ��TMpcpo�pcpo�pcpo �X� Y �
����M ��� � ��f�X�� Y��� �g�X�� Y��� ��

����t����X�����X�����Y�����Y�������f��g��
����O����X�� X��� ����O����Y�� Y���

wobei

t � �fo���� � ����go���� � ���ssplit��xy�fo�x	��go�y		

strikte Summe�
��  O ��� � �X� Y � ��   TMpcpo�pcpo�pcpo�X� Y �

��  M ��� � ��f�X�� Y��� �g�X�� Y��� ��
����t����X�����X�����Y�����Y�������f��g��
��  O����X�� X��� ��  O����Y�� Y���

wobei

t � �fo���� � ����go���� � ���when�sinl oo fo	�sinr oo go	

zweistellige Komposition�
��hFT�� FT�i

O��� � X �� ���FTO
� ��������FT

O
� �����X��

��hFT�� FT�iM ��� � m �� ���FTM
� ��������FT

M
� �����m��

dreistellige Komposition�
��hGT� FT�� FT�iO��� � X �� ���GTO

� ��������FT
O
� �����X�� ���FT

O
� �����X��

��hGT� FT�� FT�i
M ��� � m �� ���GTM

� ��������FT
M
� �����m�� ���FT

M
� �����m��

Bemerkungen zur Wohlde�niertheit der Semantik von Funktortermen�

Die De�nition f�ur die Objektanteile ��FTO��� ist unproblematisch und be�
schreibt sicher eine Abbildung Obj�PCPO�� Obj�PCPO� bzw� im Fall der
beiden zweistelligen Funktorterme �� und   eine Abbildung Obj�PCPO� �
Obj�PCPO�� Obj�PCPO��

F�ur die F�alle I und K� sind ��IM ��� und ��KM
� ��� o�ensichtlich Abbildungen

Mor�PCPO�� Mor�PCPO�� Ebenso unproblematisch sind die Kompositionen�
da sie lediglich die Abbildung ihrer Teilargumente komponieren� In den ande�
ren F�allen ist eine eingehendere Analyse notwendig� um die Wohlde�niertheit der
Morphismusanteile einzusehen� Die Operationen f und g in den Argumenten
f�ur die Funktorterme U � �� und   sind strikt nach De�nition f�ur die Morphis�
men der Kategorie PCPO� Die Eigenschaften der beteiligten lift� ssplit und
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when�Funktionale garantieren� da� die ersten Komponenten der Ergebnistripel
stets eine strikte Operation darstellen� Die explizite Typinformation in den er�
sten Komponenten der Ergebnistripel sorgt weiterhin daf�ur� da� die in den zweiten
und dritten Komponenten der Tripel berechneten Argument� bzw� Zielbereiche der
Morphismen konsistent mit der ersten Komponente sind� Durch die de�nierten
Abbildungen entstehen somit jeweils wieder Morphismen der Kategorie PCPO�

Das folgende Theorem erlaubt die syntaktische Elimination von Funktortermen im Anwen�
dungskontext� d�h� wenn FT ein Funktorterm ist� und � ein Typterm bzw� t ein Term f�ur
eine strikte Operation� dann liefert die Anwendung der Interpretation M��FT ��� auf die In�
terpretation der Terme dasselbe Ergebnis wie die Interpretation der gem�a� De�nition ���	
vereinbarten Anwendung FT� bzw� FTt�

Theorem ���� Funktorterme im Anwendungskontext

Sei Th ein Theorie� M � �TM� C� mit TM � �K� T C� ein beliebiges Modell f�ur Th
und PCPO die dadurch induzierte Kategorie�

Seien weiterhin FT ein einstelliger Funktorterm� GT ein zweistelliger Funktorterm �uber
der Theorie Th� � � ��� ��� �� und �� Typterme aus T��pcpo deren Typvariablen aussch�
lie�lich Variablen der Menge "pcpo sind� und t� t� � DT���� � �� und t� � DT���� � ��

vollgetypte Terme f�ur strikte Operationen mit �TV �t��� TV �t��� 	 "pcpo� Dann gilt

 f�ur alle �� � mit � sat ���GC�t���

���FTO�������� ���� � ��FT� ���
���FTM �������t����
� �������� �������� � ���FTt����
� ��FT������ ��FT������

 f�ur alle �� � mit � sat ���GC�t��� und � sat ���GC�t����

���GTO������������� �������� � ��GT ���� ������
���GTM��������t�����
� ������� � ��������� ���t�����
� �������� ��������� �

���GT �t�� t������
� ��GT ���� ������� ��GT ���� �������

Beweis�
leichte Induktion �uber den Aufbau der Funktorterme und Benutzung der De�nitionen ���	
und ����� sowie der Semantik von Termen�

Folgendes Beispiel soll die Aussage des Theorems ���� illustrieren�

Beispiel ���

F�ur das Beispiel FT � h��� K�� Ui bedeutet das Theorem� da� f�ur alle �� � mit
� sat ���GC�t���

���h��� K�� Ui
O�������� ���� � ��� �� ���u���

���h��� K�� UiM �������t����
� �������� �������� �
���ssplit��xy�x����� lift�up oo t	�y		����
� ��� �� ����u���� ��� �� ����u����
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Theorem ���� Funktorterme beschreiben Funktoren

Sei Th ein Theorie�M ein beliebiges Modell f�ur Th und PCPO die dadurch induzierte
Kategorie�

Dann beschreibt ein einstelliger Funktorterm FT f�ur jede Typbelegung � einen En�
dofunktor ��FT ��� auf der Kategorie PCPO� bzw� ein zweistelliger Funktorterm GT

beschreibt f�ur jede Typbelegung � einen Funktor ��GT ��� �PCPO� PCPO � PCPO�

Beweis�
Per Induktion �uber den Aufbau der Funktorterme� F�ur einen einstelligen Funktorterm
FT ist zu zeigen�

�� ��FT ��� ist ein Paar von Abbildungen�

��FTO��� � Obj�PCPO�� Obj�PCPO�
��FTM ��� � Mor�PCPO�� Mor�PCPO�

�� F�ur Morphismen f � PCPO�X� Y � und g � PCPO�Y� Z� gilt�

�a� ���FTM �����f� � PCPO����FTO�����X�� ���FTO�����Y ��

�b� ���FTM �����g � f� � ���FTM �����g� � ���FTM �����f�

�c� ���FTM �����idX� � id��FTO ��� �X�

F�ur einen zweistelligen Funktorterm GT ist entsprechend der De�nition der Produkt�
kategorie PCPO� PCPO zu zeigen�

�� ��GT ��� ist ein Paar von Abbildungen�

��GTO��� � Obj�PCPO��Obj�PCPO�� Obj�PCPO�
��GTM ��� � Mor�PCPO��Mor�PCPO�� Mor�PCPO�

�� F�ur Morphismen f � PCPO�X�� Y��� g � PCPO�Y�� Z�� und f � � PCPO�X�� Y���
g� � PCPO�Y�� Z�� gilt�

�a� ���GTM �����f� f �� � PCPO����GTO�����X�� X��� ���GTO�����Y�� Y���

�b� ���GTM �����g � f� g
� � f �� � ���GTM�����g� g

�� � ���GTM �����f� f
��

�c� ���GTM �����idX � idY � � id��GTO ��� �X�Y �

Die Eigenschaften � und �a folgen in allen F�allen direkt aus der De�nition ���� f�ur
die Semantik von Funktortermen� Die Eigenschaften �b und �c ergeben sich durch
einfaches Nachrechnen� wobei in den F�allen U � �� und   ausgen�utzt wird� da� nur
strikte Operationen zugelassen sind�

Das folgende Beispiel erl�autert die Aussage des Theorems �����

Beispiel ���

Die Eigenschaften �b und �c kann man f�ur konkrete Funktorterme auch mit Hilfe des
Theorems ���� nachweisen� F�ur Terme t� � DT���� � �� und t� � DT���� � �� mit
t���	�� und t���	��� d�h� t� und t� sind Terme f�ur strikte Operationen� rechnet man
in der HOLCF�Theorie ccc� f�ur h��� K�� Ui leicht nach�

ssplit��xy�x��� �� lift�up oo �t� oo t��	�y		
� ssplit��xy�x��� �� lift�up oo t�	�y		 oo

ssplit��xy�x��� �� lift�up oo t�	�y		
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Ebenso zeigt man�

ssplit��xy�x��� �� lift�up oo ID	�y		 � ID

Theorem ���� Funktorterme beschreiben lokal stetige Funktoren

Sei Th ein Theorie�M ein beliebiges Modell f�ur Th und PCPO die dadurch induzierte
Kategorie�

Dann beschreibt ein einstelliger Funktorterm FT f�ur jede Typbelegung � einen lo�
kal stetigen Endofunktor ��FT ��� auf der Kategorie PCPO� bzw� ein zweistelliger
Funktorterm GT beschreibt f�ur jede Typbelegung � einen lokal stetigen Funktor
��GT ��� �PCPO� PCPO � PCPO�

Beweis�
Per Induktion �uber den Aufbau der Funktorterme� F�ur einen einstelligen Funktorterm
FT ist f�ur alle Belegungen � zu zeigen�

�� f� v f� �� ���FTM �����f�� v ���FTM �����f��

�� ���FTM �����
F
n�� fn� �

F
n�����FT

M �����fn�

F�ur einen zweistelligen Funktorterm GT ist f�ur alle Belegungen � zu zeigen�

�� f� v f� � g� v g� �� ���GTM �����f�� g�� v ���GT
M �����f�� g��

�� ���GTM �����
F
n�� fn�

F
n�� gn� �

F
n�����GT

M �����fn� gn�

Die Eigenschaften zeigt man in den einzelnen F�allen wieder durch leichtes Nachrechnen�
Die Monotonie� und Stetigkeitseigenschaften ergeben sich dabei aus den entsprechenden
Eigenschaften der zugrundeliegenden Abbildungen f�ur Operationen�

Auch in diesem Fall kann f�ur konkrete Funktorterme ein Teil des Beweises �uber Verwendung
von Theorem ���� erbracht werden� Betrachten wir dazu folgendes Beispiel�

Beispiel ���

Die lokale Monotonie und Stetigkeit des Funktors ��FT ��� f�ur den Beispielterm FT �
h��� K�� Ui ergeben sich unter Benutzung von Theorem ���� im wesentlichen aus der
Monotonie und Stetigkeit des HOLCF�Terms

�f�ssplit��xy�x��� �� lift�up oo f	�y		

Man zeigt in der Theorie ccc� durch Verwendung der Taktik contX�tacR automatisch
das Pr�adikat contX�t� und damit monofun�t� und contlub�t�� wenn t f�ur den obigen
Term steht�



��	 Formalisierung von Bereichsgleichungen in HOLCF

��� Konservative Theorieerweiterung durch pcpo
Typen

Abschnitt ��� zeigt� da� sich durch Funktorterme FT Familien von lokal stetigen Funktoren
auf der CPO�Kategorie PCPO darstellen lassen� Die Indizierung der Familie erfolgt �uber die
in den Funktortermen vorkommenden Typvariablen bzw� deren Interpretationen unter Varia�
blenbelegungen �� F�ur jede konkrete Belegung � erhalten wir einen speziellen Funktor� Aus
Abschnitt ��� wissen wir� da� es zu jedem der Funktoren ��FT ��� eine initiale ��FT ����Algebra
gibt� Dies n�utzen wir aus� um einen polymorphen Typkonstruktor zu de�nieren� der f�ur jede
Belegung � die Argumentbereiche in das Objekt der initialen ��FT ����Algebra abbildet� Die
Argumentbereiche sind dabei gerade die Interpretationen der in FT vorkommenden Typva�
riablen unter der jeweiligen Belegung �� Die Axiomatisierung des neuen Typkonstruktors
erfolgt gem�a� der lokalen Kriterien f�ur initiale F �Algebren� die wir mit Hilfe der Ergebnisse
aus Abschnitt ���� speziell Theorem ����� in der Logik HOLCF ausdr�ucken k�onnen�

Das gerade skizzierte Verfahren zur De�nition eines neuen Typkonstruktors f�ur pcpo�Typen
wird nun im Stil von Abschnitt ��� zu einem Mechanismus f�ur konservative Theorieerweiterung
zusammengefa�t�

De�nition ���� Erweiterung durch einen pcpo�Typkonstruktor

Sei Th� � �%�� Ax�� KAx�� eine Theorie mit Signatur %� � �$�� C�� KS�� und Typsi�
gnatur $� � �K����� TC��� Sei fernerhin ccc� 	 Th��

Die Erweiterung der Theorie Th� durch einen neuen� evtl� rekursiven� pcpo�
Typkonstruktor tc wird dann folgenderma�en notiert�

Th� � Th� rec

rectype tc � �

m�malz � �
pcpo� � � � � pcpo�pcpo

functor term FT
rep op rep � ��� � � ��mtc�� FT ��� � � ��mtc�
abs op abs �FT ��� � � ��mtc�� ��� � � ��mtc�

Damit die Theorieerweiterung durchgef�uhrt werden kann� m�ussen folgende syntaktische
Bedingungen erf�ullt sein�

B�� Anforderungen an den Typkonstruktor�

��wk� tc � �w�k � TC�

Der Typkonstruktor tc ist neu�

B�� Anforderungen an den Funktorterm FT � Der Funktorterm FT ist ein einstelliger
Funktorterm �uber der Theorie Th� gem�a� De�nition ���	� Insbesondere gilt�

TV �FT � � f��� � � � � �mg 	 "pcpo

B�� Anforderungen an die Operationen abs� rep f�ur Abstraktion und Repr�asentation�

���� �rep� �� � C� � �abs� �� � C�

Die Konstanten abs� rep sind neu� Die im Typ der Operationen vorkommende
Anwendung FT ��� � � ��mtc� des Funktorterms FT ist der expandierte HOLCF�
Typterm gem�a� der De�nition ���	 f�ur die Anwendungen von Funktortermen auf
Typterme�
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Die Komponenten der neuen Theorie Th� werden dann de�niert wie folgt�

K� � K�

�� � ��

TC� � TC� � ftc � �pcpo� � � � � pcpo �z �
m�mal

�pcpog

$� � �K����� TC��

C� � C� � frep � ��� � � ��mtc�� FT ��� � � ��mtc��
abs �FT ��� � � ��mtc�� ��� � � ��mtc�g

KS� � KS�

%� � �$�� C�� KS��

Ax� � Ax� � f
rep oo abs � ID�
abs oo rep � ID�
fix��f�abs oo FTf oo rep� � ID

g

KAx� � KAx�

Th� � �%�� Ax�� KAx��

Die im dritten neuen Axiom vorkommende Anwendung FTf des Funktorterms FT auf
die Operation f versteht sich als die expandierte Form der Anwendung eines Funktor�
terms auf Operationsterme gem�a� De�nition ���	�

Aus der obigen De�nition f�ur die Komponenten der Theorie Th� ist ersichtlich� da� zur Typsi�
gnatur $� lediglich der neue Typkonstruktor tc hinzugef�ugt wird� und die Signatur %� um die
neuen Konstanten rep und abs erweitert wird� Ansonsten bleibt die Signatur unver�andert�
Die Bedingungen B� bis B� garantieren die Wohlgeformtheit der neuen Signaturen $� und
%�� sowie der Theorie Th��

Beispiel ��� Polymorphe Str�ome

In der eben de�nierten Notation f�ur die Erweiterung durch einen pcpo�Typkonstruktor
sieht die Einf�uhrung des rekursiven Typs der polymorphen Str�ome �uber Parametertyp
�pcpo wie folgt aus�

Stream � ccc� rec

rectype stream ��pcpo�pcpo
functor term h��� K�� Ui
rep op stream rep �� stream� �� �� �� stream�u�

abs op stream abs ��� �� �� stream�u�� � stream

Das Beispiel erf�ullt alle Anforderungen der De�nition� Folgende Signatur und Axiome
werden im Beispiel zur Theorie ccc� neu hinzugef�ugt�
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stream � �pcpo�pcpo
stream�rep � � stream� �� �� �� stream�u�

stream�abs � �� �� �� stream�u�� � stream

stream�rep oo stream�abs � ID

stream�abs oo stream�rep � ID

fix��f� stream�abs oo

�ssplit��xy� x �� lift�up oo f	�y		�

oo stream�rep	 � ID

Die Restriktion von %��Modellen auf die Signatur %� wird f�ur die Erweiterung mittels  rec

folgenderma�en de�niert�

De�nition ���� Restriktion bei  rec

Sei die Theorie Th� durch eine Erweiterung um einen neuen Typkonstruktor tc mittels
 rec entstanden� und seiM� ein Modell f�ur die Signatur %�� Dann ist die Restriktion
M� j��

dasjenige Modell f�ur %�� das ausM� entsteht� wenn man im Typmodell TM�
die Interpretation tcTM�

pcpo�����pcpo�pcpo f�ur den neuen Konstruktor tc entfernt und im Modell
M� die Interpretationen f�ur die Konstanten rep und abs vergi�t�

Die Tatsache� da� TM� j��
ein Modell f�ur $� ist und da�M� j��

ein Modell f�ur %� ist�
ist o�ensichtlich�

Der Beweis f�ur das folgende Restriktionslemma bei  rec ist trivial�

Theorem ���� Restriktionslemma bei  rec

Sei die Theorie Th� durch eine Erweiterung um einen neuen Typkonstruktor tc mittels
 rec entstanden� und seiM� � �TM�� C�� ein Modell f�ur die Signatur %��

Dann gilt f�ur alle Typterme � � T��
und Belegungen ��

fgtc�k�TM���� ����

� � � TM� j��
��� ����

�

wobei

c � lst��
��� und k � lst��

���

Weiterhin gilt f�ur alle Terme t � DT��
und alle Belegungen �� � mit � sat ���GC�t���

M���t����

��
 �M� j��
��t����

��


Beweis� leichte Induktion �uber den Aufbau der Terme � bzw� t und Verwendung der
Tatsache� da� der Typkonstruktor tc und die Konstanten rep und abs in der alten
Signatur %� �uberhaupt nicht vorkommen�



��� Konservative Theorieerweiterung durch pcpo�Typen ���

Nachdem die Restriktion de�niert ist� k�onnen wir uns nun der konservativen Modellerweite�
rung im Fall  rec zuwenden� Sei also Th� aus Th� durch  rec entstanden� und sei ein Modell
M� f�ur Th� gegeben mitM� � �TM�� C�� und TM� � �K�� T C���

Um ein Modell f�ur die neue Theorie Th� zu konstruieren� m�ussen wir das Typmodell TM�
um eine Interpretation tcTM�

pcpo�����pcpo�pcpo f�ur den neuen Konstruktor tc � �pcpo� � � � � pcpo�pcpo
erweitern� und wir m�ussen das Signaturmodell M� um eine Interpretation f�ur die beiden
Konstanten rep und abs erweitern�

Gem�a� Theorem ���� ist f�ur jedes � die Interpretation ��FT ��� des einstelligen Funktorterms
FT ein lokal stetiger Funktor auf der durch Modell M induzierten CPO�Kategorie PCPO�
Deswegen gibt es nach Theorem ��� f�ur jede Belegung � eine initiale ��FT ����Algebra �D�� ���
Die Interpretation ��FT ��� und damit auch �D�� �� ist wegen TV �FT � � f��� � � � � �mg nur
von der Belegung f�ur die Typvariablen ��� � � � � �m abh�angig� Dies erlaubt uns� folgende In�
terpretation f�ur den Typkonstruktor tc zu de�nieren�

F�ur alle Belegungen � sei�

tcTM�
pcpo�����pcpo�pcpo ������� � � � � ���m�� � D�

Damit ist die Interpretation der Typkonstanten tc festgelegt� Die Reihenfolge der Argumente
�i f�ur die Interpretation des Typkonstruktors tc ergibt sich dabei durch die Reihenfolge ihrer
Aufschreibung im De�nitionsformular  rec bei den Typen der Operationen abs und rep�

Sei jetzt

f��� � � � � �mg � f��� � � � � �mg mit �� � � � � � �m

d�h� die Typvariablen �j sind die �j aufgereiht gem�a� der kanonischen Ordnung � auf Typva�
riablen� Nach Theorem ��� ist der Morphismus � � ���FT ����D� � D� ein Isomorphismus mit
Inverser ��� �D� � ���FT ����D�� Die Morphismen der Kategorie PCPO sind per De�nition
Tripel� Seien also die Isomorphismen � und 

��
� durch folgende Tripel gegeben�

� � �op� � ���FT ����D�� D��
��� � �op��� � D�� ���FT ����D��

Wir de�nieren f�ur alle Belegungen ��

repM�������� � � � � ���m�� � op���
absM�������� � � � � ���m�� � op�

Damit sind alle Anwendungen der polymorphen Konstanten rep und abs de�niert� und somit
sind die Interpretationen repM� und absM� per Extensionalit�at eindeutig de�niert�

Folgende De�nitionen beschlie�en nun die Modellkonstruktion f�ur den Fall der Erweiterung
um einen neuen pcpo�Typkonstruktor�



�	� Formalisierung von Bereichsgleichungen in HOLCF

De�nition ���� Modellerweiterung bei  rec

Das Typmodell f�ur die Typsignatur $� wird festgelegt als�

TM� � �K�� T C�  tcTM�
pcpo�����pcpo�pcpo�

Ein Modell f�ur die Signatur %� ergibt sich durch folgende De�nition�

M� � �TM�� C�  frepM�� absM�g�

Die Wohlde�niertheit der einzelnen Interpretationen folgt im wesentlichen aus Theorem
���� das die Existenz der initialen ��FT ����Algebra mit ihren Anteilen �D�� �� garantiert�

Theorem ���	

Das in De�nition ���� de�nierte Modell M� ist ein Modell f�ur die Theorie Th� und es
gilt�

M� j��
�M�

Die Theorie Th� ist also durch konservative Erweiterung der Theorie Th� entstanden�

Beweis�
Die Tatsache� da�M� ein Modell f�ur Th� ist� folgt im wesentlichen aus Theorem ����
das die Existenz initialer F �Algebren garantiert und gleichzeitig auch die G�ultigkeit der
neuen Axiome in Theorie Th� sicherstellt�

Die Restriktionseigenschaften werden trivial per De�nition des erweiterten Modells
erf�ullt�

Damit ist gezeigt� da� die Axiomatisierung rekursiver pcpo�Typen �bzgl� covarianter Funk�
toren� im Stil der Logik LCF ebenfalls zu einer konservativen Theorieerweiterung f�uhrt� die
Existenz von Modellen und damit auch die Konsistenz ist also sichergestellt� Die in die�
sem Kapitel pr�asentierte Theorie motiviert und rechtfertigt die dabei verwendeten Axiome�
was eine Verbesserung in bezug auf die Darstellungen derselben Problematik in �Pau��� und
�Mon��� bedeutet�



Kapitel �

Beispiele f�ur Datentypen in HOLCF

In Kapitel � endete die Entwicklung der Logik HOLCF mit der Einf�uhrung der Theorie ccc��
In diesem Kapitel wird die Logik HOLCF unter Verwendung der Ergebnisse aus Kapitel � um
Theorien f�ur Standarddatentypen erweitert� Abbildung ��� zeigt den Aufbau der Theorien�
die im folgenden beschrieben werden�

Kapitel �ccc�

One

Tr�� Tr�

HOLCF

Dlist

Stream

Dnat

Abbildung ���� Standarddatentypen in HOLCF

Den Datentypen� die in den Theorien One bis Dlist eingef�uhrt werden� ist gemeinsam� da�
sie als initiale F �Algebren bez�uglich eines Funktors F axiomatisiert sind� der durch einen
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Funktorterm FT beschrieben wird� Diese Vorgehensweise wird durch die Ergebnisse aus
Kapitel � gerechtfertigt�

Zuerst wird die Theorie One mit dem Typ one eingef�uhrt� der neben dem kleinsten Element
nur ein de�niertes Element im Tr�ager enth�alt� Danach wird in der Theorie Tr� der Typ tr

der programmiersprachlichen Wahrheitswerte eingef�uhrt� In der darau�olgenden Theorie Tr�
werden f�ur den Typ tr die sequentielle Konjunktion andalso� die sequentielle Disjunktion
orelese und die Negation neg als Operationen de�niert� Mit der Theorie Tr� liegt dann eine
logische Theorie vor� die den gesamten Standardumfang der Logik LCF� wie etwa in �Pau���
beschrieben� in einer Version h�oherer Stufe umfa�t� Um dies zu verdeutlichen� wurde die
Theorie HOLCF eingef�uhrt� die lediglich einen neuen Theorienamen HOLCF einf�uhrt und alle
bis dato eingef�uhrten Mengen von Simpli�kationsregeln zu einer einzigen zusammenfa�t�

Danach werden die rekursiven Datentypen der nat�urlichen Zahlen� Str�ome und Listen axio�
matisiert� und f�ur jeden dieser Typen wird eine Vielzahl von Theoremen bewiesen� die sich
bei der praktischen Beweisarbeit als sinnvoll erwiesen haben� Besonders interessant sind da�
bei die Herleitungen von Induktions� und Co�Induktionsprinzipien f�ur die jeweiligen Typen�
Diese Herleitungen n�utzen die Ausdrucksst�arke der Logik HOLCF aus und k�onnen auch in
vergleichbarer Weise in der Logik LCF nicht durchgef�uhrt werden�

Aus der Axiomatisierung des jeweiligen Typs wird ein sogenanntes Take�Lemma abgeleitet�
wobei der Beweis von den h�oherstu�gen Ausdrucksmitteln Gebrauch macht� Aus dem Take�
Lemma kann dann das Co�Induktionsprinzip f�ur den Typ abgeleitet werden� Im Fall von
strikten Datentypen� wie etwa den Listen� kann aus dem Take�Lemma weiterhin ein struktu�
relles Induktionsprinzip abgeleitet werden� das keine Beschr�ankung bez�uglich der Zul�assigkeit
des Induktionspr�adikats enth�alt� Dies stellt einen deutlichen Vorteil gegen�uber der Logik
LCF dar� wo die strukturelle Induktion durch die Verwendung der Fixpunktinduktion abge�
leitet werden mu� und somit stets eine Beschr�ankung der Induktion auf zul�assige Pr�adikate
resultiert� F�ur Datentypen mit nicht�strikten Konstruktoren wird in HOLCF die strukturelle
Induktion ebenfalls �uber die Fixpunktinduktion hergeleitet� Aufgrund der Logik h�oherer Stufe
gibt es zwar auch in diesem Fall alternative Wege� aber wegen der nicht�strikten Konstruktoren
l�a�t sich hier die Beschr�ankung auf zul�assige Pr�adikate nicht umgehen�

Wie auch das Kapitel � ist dieses Kapitel in Abschnitte untergliedert� von denen jeder die
Axiomatisierung eines Datentyps sowie die dazu abgeleiteten Theoreme beschreibt� Bei den
Theoremen werde ich nur auf die Herleitung der Induktions� und Co�Induktionsprinzipien
ausf�uhrlicher eingehen� da hier der wesentliche Vorteil der Logik HOLCF gegen�uber LCF
deutlich wird� Die Ableitung der restlichen Theoreme f�ur jeden Typ erfolgte gem�a� dem
LCF�Standard und kann zum Beispiel in �Pau��� Pau��� nachgelesen werden�

��� Der Datentyp one

����� Die Theorie One

Der Datentyp one enth�alt nur ein de�niertes Element im Tr�ager� Er wird als die initiale
L�osung der trivialen Bereichsgleichung

one � �void�u



	�� Der Datentyp one �	�

axiomatisiert� Der zugeh�orige Funktorterm FT ist durch

FT � hU�Kvoidi

gegeben� Da die Bereichsgleichung nicht rekursiv ist� verk�ummert das �ublicherweise dritte
Axiom der Wohlfundiertheit

ID � fix��f� abs one oo FT f oo rep one�

zu einer trivialen Aussage und kann daher entfallen� Die Theorie ist in Abbildung ��� darge�
stellt�

�� Introduce atomic type� one ��

�� domain equation� one � �void�u ��

�� functor term � FT � 
U�K��void�� ��

One � ccc�

types one �

arities one �� pcpo

consts

abs�one �� �void�u� one

rep�one �� one� �void�u

one �� one

one�when �� � � one� �

rules

abs�one�iso abs�one�rep�one�u		 � u

rep�one�iso rep�one�abs�one�x		 � x

one�def one � abs�one�up��		
one�when�def one�when � ��c u�lift��x�c	�rep�one�u		�

end

Abbildung ���� Theorie One

Zus�atzlich zur Axiomatisierung des Datentyps werden noch die beiden Konstanten one und
one�when eingef�uhrt� die f�ur das einzige de�nierte Element im Tr�ager und ein Diskriminator�
funktional stehen�



�	� Beispiele f�ur Datentypen in HOLCF

����� Theoreme der Theorie One

Die abgeleiteten Theoreme sind in Abbildung ��� dargestellt� Die Theoreme Exh�one und
oneE erm�oglichen Beweise per Fallunterscheidung� dist�less�one und dist�eq�one sind
Listen von Theoremen� Dies wird durch die Verwendung der ML�Schreibweise ���� � ���	

f�ur Listen verdeutlicht� Die beiden Listen enthalten Theoreme �uber die Gleichheit und Un�
gleichheit von Elementen des Typs one� Die Listenschreibweise wird im folgenden �ofters
eingesetzt� um Namen f�ur Theoreme zu sparen� Das Theorem flat�one zeigt die o�ensicht�
liche Tatsache� da� der Typ one �ach geordnet ist� Die Theoreme der Liste one�when zeigen
das Verhalten des Diskriminatorfunktionals one�when�

Exh�one z � � � z � one

oneE �� p����Q� p � one��Q����Q

dist�less�one � �one v � 	

dist�eq�one � one �� � �

� �� one 	

flat�one flat�one�

one�when � one�when�x	��	 � � �

one�when�x	�one	 � x 	

Abbildung ���� Theoreme der Theorie One

��� Der Datentyp der Wahrheitswerte tr

����� Die Theorie Tr�

Der Datentyp tr der programmiersprachlichen Wahrheitswerte wird als die initiale L�osung
der trivialen Bereichsgleichung

tr � one  one

axiomatisiert� Der zugeh�orige Funktorterm FT ist durch

FT � h  � Kone� Konei

gegeben� Da die Bereichsgleichung nicht rekursiv ist� verk�ummert auch hier das �ublicherweise
dritte Axiom der Wohlfundiertheit

ID � fix��f� abs�tr oo FT f oo rep�tr	



	�� Der Datentyp der Wahrheitswerte tr �	�

zu einer trivialen Aussage und kann entfallen� Die Theorie ist in Abbildung ��� dargestellt�
Neben der Axiomatisierung des Datentyps werden noch die Konstanten TT und FF f�ur die
booleschen Wahrheitswerte eingef�uhrt� Die Konstante tr�when steht f�ur das Diskriminator�
funktional auf dem Typ tr�

�� Introduce atomic type tr� ��

�� domain equation� tr � one  one ��

�� functor term � FT � 
�K��one��K��one�� ��

Tr� � One 

types tr �

arities tr �� pcpo

consts

abs�tr �� one  one� tr

rep�tr �� tr� one  one

TT �� tr

FF �� tr

tr�when �� � � � � tr� �

rules

abs�tr�iso abs�tr�rep�tr�u		 � u

rep�tr�iso rep�tr�abs�tr�x		 � x

TT�def TT � abs�tr�sinl�one		

FF�def FF � abs�tr�sinr�one		

tr�when�def tr�when � ��e� e� t�when��x�e�	��y�e�	�rep�tr�t		�

end

Abbildung ���� Theorie Tr�

����� Theoreme der Theorie Tr�

Die Theoreme der Theorie Tr� sind in Abbildung ��� dargestellt� Die Listen dist�less�tr

und dist�eq�tr enthalten Theoreme �uber Gleichungen und Ungleichungen zwischen Elemen�
ten des Typs tr� die Theoreme Exh�tr und trE erm�oglichen Fallunterscheidung f�ur den Typ�
Das Theorem flat�tr zeigt� da� tr �ach geordnet ist� und die Liste tr�when beschreibt das
Verhalten des Diskriminatorfunktionals�
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dist�less�tr � �TT v � � �FF v � � �TT v FF � �FF v TT 	

dist�eq�tr � TT �� � � FF �� � � TT �� FF � � �� TT � � �� FF �

FF �� TT 	

Exh�tr t � � � t � TT � t � FF

trE �� p � ���Q� p � TT��Q� p � FF��Q����Q

flat�tr flat�TT�

tr�when � tr�when�x	�y	��	 � � �

tr�when�x	�y	�TT	 � x �

tr�when�x	�y	�FF	 � y 	

Abbildung ���� Theoreme der Theorie Tr�

����� Die Theorie Tr�

In der Theorie Tr� werden die �ublichen Operationen auf den Wahrheitswerten eingef�uhrt�
Die Theorie ist in Abbildung ��� dargestellt�

Tr� � Tr� 

consts

�cifte �� tr� � � � � � � ��If �� �then �� else �� fi� ���

Icifte �� tr� � � � � �

�andalso �� tr� tr� tr � � andalso � ������	 ���

cop �andalso �� tr� tr� tr � trand �

�orelse �� tr� tr� tr � � orelse � ������	 ���

cop �orelse �� tr� tr� tr � tror �

neg �� tr� tr

translations x andalso y � trand�x	�y	

x orelse y � tror�x	�y	

If b then e� else e� fi � Icifte�b	�e�	�e�	

rules

ifte�def Icifte � ��t e� e��tr�when�e�	�e�	�t	�

andalso�def trand � ��t� t��tr�when�t�	�FF	�t�	�

orelse�def tror � ��t� t��tr�when�TT	�t�	�t�	�

neg�def neg � ��t� tr�when�FF	�TT	�t	�

end

Abbildung ���� Theorie Tr�



	�� Die Theorie HOLCF �	


Das Mix�x�Konstrukt If�then�else�fi dient als Schreiberleichterung f�ur die Operation
Icifte zur Fallunterscheidung� F�ur die Operationen der sequentiellen Konjunktion trand

und Disjunktion tror werden In�x�Konstrukte andalso und orelse vereinbart� Die Nega�
tion neg wird in der �ublichen Pr�a�xnotation f�ur Operationen geschrieben� Der etwas m�uhsame
Mechanismus zur Einf�uhrung von Mix�x� und In�x�Konstrukten ist aus Abschnitt ����� be�
kannt� Alle Operationen werden unter Verwendung des Diskriminatorfunktionals tr�when

de�niert� welches in der praktischen Anwendung wohl eher eine untergeordnete Rolle spielt�

����� Theoreme der Theorie Tr�

Die Theoreme der Theorie Tr� sind in Abbildung ��� dargestellt� Sie beschreiben das Verhal�
ten der neu eingef�uhrten Operationen und bed�urfen keiner weiteren Erl�auterung�

andalso�thms � �TT andalso y� � y �

�FF andalso y� � FF �

�� andalso y� � � �

�x andalso TT� � x 	

orelse�thms � �TT orelse y� � TT �

�FF orelse y� � y �

�� orelse y� � � �

�x orelse FF� � x 	

neg�thms � neg�TT	 � FF �

neg�FF	 � TT �

neg��	 � � 	

ifte�thms � If � then e� else e� fi � � �

If FF then e� else e� fi � e� �

If TT then e� else e� fi � e� 	

Abbildung ���� Theoreme der Theorie Tr�

��� Die Theorie HOLCF

Die Theorie HOLCF f�uhrt lediglich den Theorienamen HOLCF ein� Die Theorie HOLCF wird ver�
einbart� weil mit der Theorie Tr� eine logische Theorie vorliegt� die den Standardumfang der
Logik LCF vollst�andig abdeckt� Die triviale Theorie HOLCF ist in Abbildung ��� dargestellt�
Die Abbildung zeigt auch die Vereinbarung f�ur die Simpli�katorstruktur HOLCF�ss� welche die
Simpli�katorstruktur ccc��ss aus Abschnitt ����� Abbildung ���
 um Simpli�kationsregeln
bez�uglich der neuen Datentypen one und tr anreichert�
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HOLCF � Tr�

Kon�guration des Simpli�kators�

val HOLCF�ss � ccc��ss

addsimps one�when

addsimps dist�less�one

addsimps dist�eq�one

addsimps dist�less�tr

addsimps dist�eq�tr

addsimps tr�when

addsimps andalso�thms

addsimps orelse�thms

addsimps neg�thms

addsimps ifte�thms�

Abbildung ���� Theorie HOLCF

��� Der Datentyp der nat�urlichen Zahlen dnat

����� Die Theorie Dnat

Die Theorie Dnat f�uhrt den Datentyp der nat�urlichen Zahlen dnat als initiale L�osung der
Bereichsgleichung

dnat � one  dnat

ein� Der zugeh�orige Funktorterm FT ist durch

FT � h  � Kone� Ii

gegeben� Die Bezeichnung dnat �d f�ur Datentyp� r�uhrt daher� da� in der bisher angesammel�
ten Signatur bereits eine Theorie Natmit Typkonstruktor nat vorkommt� es mu�ten also neue
Bezeichner verwendet werden� Die Theorie Nat ist aus Kapitel �� Abbildung ���	 hinreichend
bekannt und beschreibt den Mengen�Typ der nat�urlichen Zahlen� Dieser Typ wurde unter
anderem in Kapitel � zur Formalisierung von Ketten eingesetzt� Die beiden Typen nat und
dnat werden in HOLCF vollkommen unabh�angig voneinander verwendet� Die Theorie Dnat
ist in Abbildung ��
 dargestellt�

Die Konstanten dnat�rep und dnat�abs sind die bereits bekannten Konstanten f�ur die Iso�
morphismen auf der initialen L�osung der Bereichsgleichung� Zur Vereinfachung wurde die
Konstante dnat�copy als Abk�urzung f�ur den Term

�f� dnat�abs oo �when�sinl	�sinr oo f	� oo dnat�rep



	�� Der Datentyp der nat�urlichen Zahlen dnat �	�

eingef�uhrt� der die expandierte Form von

�f� dnat abs oo FT f oo dnat rep

darstellt� Die Namensgebung dnat�copy kommt nicht von ungef�ahr� denn das Funktional
dnat�copy entspricht exakt dem Kopier�Funktional �copy functional� von �Pau���� Bei Paul�
son wird das Kopier�Funktional jedoch nicht de�niert� sondern seine Eigenschaften werden
durch implizite Gleichungen axiomatisiert�

�� Introduce recursive type dnat� ��

�� domain equation� dnat � one  dnat ��

�� functor term � FT � 
�K��one��I� ��

Dnat � HOLCF 

types dnat �

arities dnat �� pcpo

consts

dnat�rep �� dnat� �one  dnat�

dnat�abs �� �one  dnat�� dnat

dnat�copy �� �dnat� dnat�� dnat� dnat

dzero �� dnat

dsucc �� dnat� dnat

dnat�when �� � � �dnat� ��� dnat� �

is�dzero �� dnat� tr

is�dsucc �� dnat� tr

dpred �� dnat� dnat

dnat�take �� nat� dnat� dnat

dnat�bisim �� �dnat� dnat� bool�� bool

rules

dnat�abs�iso dnat�rep�dnat�abs�x		 � x

dnat�rep�iso dnat�abs�dnat�rep�x		 � x

dnat�copy�def dnat�copy � ��f� dnat�abs oo

�when�sinl	�sinr oo f	� oo dnat�rep �

dnat�reach �fix�dnat�copy	��x	�x

dzero�def dzero � dnat�abs�sinl�one		

dsucc�def dsucc � ��n� dnat�abs�sinr�n		�

dnat�when�def dnat�when � ��f� f� n�when��x�f�	�f�	�dnat�rep�n		�
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is�dzero�def is�dzero � dnat�when�TT	��x�FF	
is�dsucc�def is�dsucc � dnat�when�FF	��x�TT	
dpred�def dpred � dnat�when��	��x�x	

dnat�take�def dnat�take � ��n�iterate�n�dnat�copy����
dnat�bisim�def dnat�bisim �

��R��s� s��

R�s��s���
��s��� � s���� � �s��dzero � s��dzero� �
��s�� s��� s����� � s����� � s��dsucc�s��	 �

s� � dsucc�s��	 � R�s���s������

end

Abbildung ��
� Theorie Dnat

Die Axiome dnat�abs�iso� dnat�rep�iso und dnat�reach charakterisieren den Typ dnat

in der aus Kapitel � bekannten Weise als die initiale L�osung der Bereichsgleichung� Durch
die Verwendung der Hilfskonstanten dnat�copy wird das Axiom der Wohlfundiertheit
dnat�reach leichter lesbar�

Im Prinzip ist damit der Datentyp dnat hinreichend axiomatisiert� Damit der Typ aber
vern�unftig verwendet werden kann� m�ussen unbedingt weitere Konstanten eingef�uhrt werden�
Dies geschieht durch eine Reihe von konservativen Konstantende�nitionen�

Die Konstanten dzero und dsucc stehen f�ur die Konstruktoren des Datentyps dnat� und
die Konstante dnat�when steht f�ur ein Diskriminatorfunktional auf dem Typ dnat� Die
De�nitionen f�ur diese drei Konstanten st�utzen sich noch auf die Isomorphismen dnat�abs

und dnat�rep� Die Diskriminatoren is�dzero und is�dsucc sowie der Destruktor dpred
werden dagegen bereits �uber das Funktional dnat�when de�niert�

Die beiden letzten Konstanten dnat�take und dnat�bisim dienen zur Herleitung von
Induktions� und Co�Induktionsprinzipien f�ur den Datentyp dnat� Die De�nition des soge�
nannten Take�Funktionals dnat�take erfolgt f�ur alle rekursiven Datentypen uniform� Das
Take�Funktional entspricht immer einer Funktion� die das Kopier�Funktional des jeweiligen
Typs n�mal beginnend mit � iteriert und somit f�ur jedes n eine Endo�Operation� einen
sogenannten n�Taker � auf dem jeweiligen Typ liefert� Man beachte speziell den Typ der
Funktion dnat�take� Das Verhalten der Funktion dnat�take l�a�t sich am besten aus den
weiter unten in Abbildung ���	 dargestellten Theoremen entnehmen� Das Take�Funktional
dnat�take erzeugt f�ur gr�o�er werdende Argumente n immer bessere bzw� gleichbleibend gute
Approximationen f�ur die Identit�ats�Operation ID auf dem Typ� und das Supremum �uber
alle diese Approximationen entspricht der Identit�at ID� Diese Tatsache kann aufgrund der
Ausdrucksm�achtigkeit der Logik HOLCF aus der De�nition des Take�Funktionals und dem
Fundierungsaxiom� hier dnat�reach� abgeleitet werden� Wie sich daraus ein Prinzip zur
strukturellen Induktion ableiten l�a�t� werde ich ausf�uhrlich f�ur den Datentyp der Listen in
Abschnitt ��� vorf�uhren�
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Die Konstante dnat�bisim steht f�ur ein Pr�adikat auf bin�aren Relationen �uber dem Typ dnat
und zeichnet gewisse Relationen als Bisimulationen aus� Bisimulationen auf einem Typ sind
immer Ausschnitte der Identit�ats�Relation � auf dem Typ� Sie sind symmetrisch und transitiv�
jedoch im allgemeinen nicht re�exiv� Die spezielle De�nition f�ur Bisimulationen h�angt von der
jeweiligen Bereichsgleichung ab und kann aus dem Funktorterm abgeleitet werden� Mit Hilfe
von Bisimulationen kann das Prinzip der Co�Induktion formuliert werden� Man beachte hierzu
das Theorem dnat�coind in Abbildung ����� Eine ausf�uhrliche Diskussion der Co�Induktion
f�ur rekursive Bereiche �ndet sich in �Pit
��� Die Herleitung eines Co�Induktionsprinzips werde
ich ausf�uhrlich f�ur den Datentyp der Str�ome in Abschnitt ��� vorf�uhren�

����� Theoreme der Theorie Dnat

Die Theoreme der Theorie Dnat sind in den folgenden Abbildungen ���	 und ���� dargestellt�
Die meisten Theoreme der Abbildung ���	 beschreiben Eigenschaften der neu de�nierten Kon�
stanten� die sich unmittelbar aus den De�nitionen ergeben� Daneben sind auch die Theoreme
Exh�dnat und dnatE zur Fallunterscheidung� sowie diverse Theoreme zur Gleichheit bzw�
Ungleichheit von Elementen aufgef�uhrt� Sie bed�urfen alle keiner besonderen Erl�auterung�

dnat�iso�strict dnat�rep��	 � � � dnat�abs��	 � �

dnat�copy � dnat�copy�f	��	�� �

dnat�copy�f	�dzero	� dzero �

n�����dnat�copy�f	�dsucc�n		 � dsucc�f�n		 	

Exh�dnat n � � � n � dzero � ��x � x��� � n � dsucc�x	�

dnatE �� n����Q�

n�dzero��Q�V
x��� n�dsucc�x	�x�������Q����Q

dnat�when � dnat�when�c	�f	��	�� �

dnat�when�c	�f	�dzero	�c �

n�����dnat�when�c	�f	�dsucc�n		�f�n	 	

dnat�discsel � is�dzero�dzero	 � TT �

n �� ���is�dzero�dsucc�n		 � FF �

is�dsucc�dzero	 � FF �

n �� ���is�dsucc�dsucc�n		 � TT �

dpred�dzero	 � � �

n �� ���dpred�dsucc�n		 � n �

is�dzero��	 � � �

is�dsucc��	 � � �

dpred��	 � � 	

dnat�constrdef � dsucc��	 � � �
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dzero �� � �

n �� ���dsucc�n	 �� � 	

dnat�dist�less � n �� ����dsucc�n	 v dzero �

�dzero v dsucc�n	 	

dnat�dist�eq � dzero �� dsucc�n	 �

dsucc�n�	 �� dzero 	

dnat�invert � �� x� �� �� y� �� �� dsucc�x�	 v dsucc�y�	��
��x� v y� 	

dnat�inject � �� x� �� �� y� �� �� dsucc�x�	 � dsucc�y�	��
��x� � y� 	

dnat�discsel�def � n �� ���is�dzero�n	 �� � �

n �� ���is�dsucc�n	 �� � 	

dnat�take � dnat�take�Suc�n���dsucc�xs		 � dsucc�dnat�take�n��xs		 �

dnat�take�Suc�n���dzero	 � dzero �

dnat�take����xs	 � � �

dnat�take�n���	 � � 	

Abbildung ���	� Theoreme der Theorie Dnat � Teil �

Die Theoreme der Abbildung ���� behandeln bis auf das Theorem dnat�flat ausschlie�lich
Eigenschaften� die mit Induktionsprinzipien auf dem Typ dnat zusammenh�angen� Darunter
seien vor allem die Theoreme dnat�take�lemma� dnat�coind und dnat�ind erw�ahnt� die ver�
schiedene Induktionsprinzipien auf dem Typ dnat zum Ausdruck bringen� In den Abschnitten
��� und ��� werde ich genauer auf die Zusammenh�ange der verschiedenen Prinzipien eingehen
und daher an dieser Stelle auf weitere Kommentare verzichten�

dnat�take�lemma �
V
n�dnat�take�n��s�	�dnat�take�n��s�	���s��s�

dnat�coind�lemma dnat�bisim�R���
�p q�R�p�q�� dnat�take�n��p	�dnat�take�n��q	

dnat�coind �� dnat�bisim�R��R�p�q�����p � q

dnat�finite�ind �� P����P�dzero��V
s���� s�����P�s������P�dsucc�s�	���
���s�P�dnat�take�n��s	�

dnat�all�finite�lemma� �s�dnat�take�n��s	�� � dnat�take�n��s	�s

dnat�all�finite�lemma� �n�dnat�take�n��s	�s
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dnat�ind �� P����P�dzero��V
s���� s�����P�s������P�dsucc�s�	���
��P�s�

dnat�flat flat�dzero�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Dnat � Teil �

��� Der Datentyp der polymorphen Str�ome stream

��	�� Die Theorie Stream

Die Theorie Stream f�uhrt den Datentyp der polymorphen Str�ome �� stream� als initiale
L�osung der Bereichsgleichung

� stream � � �� �� stream�u

ein� Der zugeh�orige Funktorterm FT ist durch

FT � h��� K�� Ui

gegeben�

Die Theorie Stream ist in Abbildung ���� dargestellt� Analog zur Theorie Dnat bezeichnen die
Konstanten stream�rep und stream�abs Konstanten f�ur die Isomorphismen auf der initialen
L�osung der Bereichsgleichung� Zur Vereinfachung wurde wieder die Konstante stream�copy
als Abk�urzung f�ur den Term

�f� stream�abs oo �ssplit��x y� x �� lift�up oo f	�y		� oo stream�rep

eingef�uhrt� der die expandierte Form von

�f� stream abs oo FT f oo stream rep

darstellt� Man vergleiche hierzu auch das Beispiel ��� aus Abschnitt ���� Die Axiomatisierung
der initialen L�osung f�ur die Bereichsgleichung erfolgt gem�a� Abschnitt ��� durch die drei
Axiome stream�abs�iso� stream�rep�iso und stream�reach�
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�� Introduce recursive type� � stream ��

�� domain equation� � stream � ����� stream�u ��

�� functor term � FT � 
���K�����U� ��

Stream � Dnat 

types stream �

arities stream���pcpo�pcpo

consts

stream�rep �� �� stream�� �� �� �� stream�u�

stream�abs �� �� �� �� stream�u�� �� stream�

stream�copy �� �� stream� � stream�� � stream� � stream

scons �� �� � stream� � stream

stream�when �� ��� � stream� ��� � stream� �

is�scons �� � stream� tr

shd �� � stream� �

stl �� � stream� � stream

stream�take �� nat� � stream� � stream

stream�finite �� � stream� bool

stream�bisim �� �� stream� � stream� bool�� bool

rules

stream�abs�iso stream�rep�stream�abs�x		 � x

stream�rep�iso stream�abs�stream�rep�x		 � x

stream�copy�def stream�copy � ��f� stream�abs oo

�ssplit��x y� x �� lift�up oo f	�y		�

oo stream�rep�

stream�reach �fix�stream�copy	��x	�x

scons�def scons � ��x l� stream�abs�x��up�l		�

stream�when�def stream�when �
��f l�ssplit��x l�f�x	�lift�ID	�l			�stream�rep�l		�

is�scons�def is�scons � stream�when��x l�TT	

shd�def shd � stream�when��x l�x	

stl�def stl � stream�when��x l�l	

stream�take�def stream�take � ��n�iterate�n�stream�copy����
stream�finite�def stream�finite � ��s��n�stream�take�n��s	�s�
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stream�bisim�def stream�bisim � ��R��s� s��

R�s��s���
��s��� � s���� �
��x s�� s���

x��� � s��scons�x	�s��	 �
s� � scons�x	�s��	 � R�s���s������

end

Abbildung ����� Theorie Stream

Bei den restlichen Axiomen handelt es sich um De�nitionen f�ur diverse zus�atzliche Konstan�
ten� Die Theorie Stream ist diesbez�uglich analog zur Theorie Dnat strukturiert� und so mu�
die Aufgabe der einzelnen Komponenten der Theorie nicht nochmals n�aher erl�autert werden�

��	�� Theoreme der Theorie Stream

Die Theoreme der Theorie Stream sind in den folgenden Abbildungen ���� und ���� dar�
gestellt� Die Theoreme der Abbildung ���� beschreiben im wesentlichen Eigenschaften der
neu de�nierten Konstanten� die sich unmittelbar aus den De�nitionen ergeben� Daneben sind
auch die Theoreme Exh�stream und streamE zur Fallunterscheidung� sowie diverse Theoreme
zur Gleichheit bzw� Ungleichheit von Elementen aufgef�uhrt�

stream�iso�strict stream�rep��	 � � � stream�abs��	 � �

stream�copy � stream�copy�f	��	�� �

x�����stream�copy�f	�scons�x	�xs		� scons�x	�f�xs		

Exh�stream s � � � ��x xs� x��� � s � scons�x	�xs	�

streamE �� s����Q�
V
x xs��� s�scons�x	�xs	�x�������Q����Q

stream�when � stream�when�f	��	�� �

x�����stream�when�f	�scons�x	�xs		� f�x	�xs	 	

stream�discsel � x �� ���is�scons�scons�x	�xs		 � TT �

x �� ���shd�scons�x	�xs		 � x �

x �� ���stl�scons�x	�xs		 � xs �

is�scons��	 � � �

shd��	 � � �

stl��	 � � 	

stream�constrdef � scons��	�xs	 � � �

x �� ���scons�x	�xs	 �� � 	
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stream�invert � �� x� �� �� y� �� ��
scons�x�	�x�	 v scons�y�	�y�	��
��x� v y� � x� v y� 	

stream�inject � �� x� �� �� y� �� ��
scons�x�	�x�	 � scons�y�	�y�	��
��x� � y� � x� � y� 	

stream�discsel�def � s �� ���is�scons�s	 �� � �

s �� ���shd�s	 �� � 	

stream�take � x �� ���stream�take�Suc�n���scons�x	�xs		 �

scons�x	�stream�take�n��xs		 �

stream�take�n���	 � � �

stream�take����xs	 � � 	

stream�copy� stream�copy�f	�scons�x	�xs		� scons�x	�f�xs		

shd� shd�scons�x	�xs		�x

stream�take� stream�take�Suc�n���scons�x	�xs		�

scons�x	�stream�take�n��xs		

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Stream � Teil �

Aus den in Abbildung ���� dargestellten Theoremen wird eine Liste von Simpli�kationsregeln
stream�rews zusammengestellt� Bei Beweisen �uber den Datentyp der Str�ome kann die aus
Abschnitt ��� bekannte Simpli�katorstruktur HOLCF�ss um diese Regeln angereichert und mit
dem Isabelle�Simpli�kator �simp�tac� verwendet werden� Von dieser M�oglichkeit wurde bei
den Beweisen f�ur Induktionsprinzipien in Abschnitt ����� h�au�g Gebrauch gemacht� Die Liste
stream�rews der Strom�Simpli�kationsregeln ist in Abbildung ���� dargestellt�

� val stream�rews �

� stream�rep��	 � � �

stream�abs��	 � � �

stream�copy�f	��	 � � �

stream�copy�f	�scons�x	�xs		 � scons�x	�f�xs		 �

stream�when�f	��	 � � �

x �� ���stream�when�f	�scons�x	�xs		 � f�x	�xs	 �

x �� ���is�scons�scons�x	�xs		 � TT �

shd�scons�x	�xs		 � x �

x �� ���stl�scons�x	�xs		 � xs �

is�scons��	 � � �

shd��	 � � �

stl��	 � � �

scons��	�xs	 � � �
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x �� ���scons�x	�xs	 �� � �

s �� ���is�scons�s	 �� � �

s �� ���shd�s	 �� � �

stream�take�Suc�n���scons�x	�xs		 � scons�x	�stream�take�n��xs		 �

stream�take�n���	 � � �

stream�take����xs	 � � 	

Abbildung ����� Simpli�kationsregeln f�ur Str�ome

Die Theoreme der Abbildung ���� beschreiben ausschlie�lich Eigenschaften� die mit Indukti�
onsprinzipien auf dem Typ stream zusammenh�angen� Der Beweis f�ur die Ableitung des Take�
Lemmas stream�take�lemma� sowie die Herleitungen des Theorems stream�coind�lemma
und des Co�Induktionsprinzips stream�coind werden in Abschnitt ����� ausf�uhrlich darge�
stellt�

Die Ableitung des Induktionsprinzips stream�finite�ind f�ur endliche Str�ome erfolgt analog
zur Ableitung des Induktionsprinzips f�ur endliche Listen dlist�finite�ind� welche ausf�uhr�
lich in Abschnitt ����� behandelt wird� Die Ableitung des Induktionsprinzips f�ur beliebige
Str�ome aus dem Axiom der Wohlfundiertheit stream�reach ist Routine und entspricht der
Vorgehensweise� die in �Pau��� Pau��� beschrieben wird�

stream�take�lemma �
V
n�stream�take�n��s�	�stream�take�n��s�	���s��s�

stream�reach� lub�range��i�stream�take�i��s	���s

stream�coind�lemma stream�bisim�R���
�p q�R�p�q�� stream�take�n��p	�stream�take�n��q	

stream�coind �� stream�bisim�R��R�p�q�����p � q

stream�finite�ind �� P����V
x s���� x����P�s������P�scons�x	�s�	���
���s�P�stream�take�n��s	�

stream�finite�ind� �
V
n�P�stream�take�n��s	��

��stream�finite�s�� P�s�

stream�finite�ind� �� P����V
x s���� x����P�s������P�scons�x	�s�	���
��stream�finite�s�� P�s�

stream�ind �� adm�P�� P����V
x s���� x����P�s������P�scons�x	�s�	���
��P�s�

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Stream � Teil �
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Neben den dargestellten Theoremen wurde noch eine Vielzahl anderer Theoreme f�ur Str�ome
im Isabelle�System abgeleitet� Aus Platzgr�unden k�onnen diese jedoch in der vorliegenden
Arbeit nicht dargestellt werden� Ich m�ochte diesbez�uglich auf die Isabelle�Distribution ver�
weisen� die neben der Theorie Stream noch eine weitere Theorie Stream� sowie die Theorie
Coind mit einem Beispiel zur Co�Induktion enth�alt�

��	�� Ableitung von Induktionsprinzipien f�ur Str�ome

In diesem Abschnitt werde ich ausf�uhrlich die Beweise f�ur die Theoreme stream�take�lemma�
stream�coind�lemma und stream�coind darstellen� Die Beweise sind insofern interessant�
als da� sie logische Argumentationen verwenden� die in entsprechender Form in der Logik LCF
nicht m�oglich sind� Bevor ich jedoch die Beweise im einzelnen pr�asentiere� m�ochte ich einen
kleinen �Uberblick �uber die Zusammenh�ange geben� Abbildung ���� zeigt die Abh�angigkeiten
der einzelnen Theoreme�

stream reach

stream ind

stream coind lemma

Wie in LCF

stream finite ind

stream take lemma

stream coind

Abbildung ����� Zusammenhang der Induktionsprinzipien f�ur Str�ome

Zuerst wird aus dem Axiom der Wohlfundiertheit stream�reach das sogenannte Take�Lemma
stream�take�lemma f�ur Str�ome abgeleitet� Der Beweis� der ausf�uhrlich in Abschnitt �������
behandelt wird� erfolgt nicht per Induktion� sondern verwendet die De�nition des Fixpunkt�
operators fix und Argumentationen �uber kleinste obere Schranken� Diese Vorgehensweise
ist in der Logik LCF nicht m�oglich und ist ein Beispiel f�ur die Vorteile der Logik HOLCF
gegen�uber den herk�ommlichen LCF�Systemen�

In LCF m�u�te der Beweis des Take�Lemmas per struktureller Strom�Induktion erfolgen� wozu
aber vorher die Zul�assigkeit der Induktionsformel gezeigt werden m�u�te� Aufgrund der For�
melstruktur des Take�Lemmas

��n�stream�take�n��s�	�stream�take�n��s�	���s��s�
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scheitern jedoch alle Versuche� die Zul�assigkeit der Formel in den Stromargumenten s� oder
s� zu zeigen� da diese auch �negativ� vorkommen� Ein Nachweis der Zul�assigkeit mit den
bekannten syntaktischen Kriterien ist daher nicht m�oglich� Da das Take�Lemma in HOLCF
anderweitig abgeleitet werden kann� ist die obige Formel f�ur das Take�Lemma aus trivialen
Gr�unden in allen Stromargumenten zul�assig� Die Kenntnis �uber die Zul�assigkeit der Formel
ist jedoch� nachdem die universelle G�ultigkeit bereits gezeigt werden konnte� nicht mehr von
sonderlichem Interesse�

Aus dem Take�Lemma l�a�t sich unter anderem auch das Co�Induktionsprinzip f�ur Str�ome
herleiten� Die wesentliche Beweisarbeit steckt dabei in der Herleitung des Hilfstheorems
stream�coind�lemma� das per struktureller Induktion �uber den Mengen�Typ nat der nat�urli�
chen Zahlen bewiesen wird� Die abschlie�ende Herleitung des Theorems stream�coind ist
dann leicht auszuf�uhren� Da in LCF ein zum Take�Lemma vergleichbares Theorem nicht ab�
geleitet werden kann� ist auch die Herleitung des Co�Induktionsprinzips in LCF nicht m�oglich�
Eine eingehende Diskussion von Co�Induktionsprinzipien f�ur rekursive Bereiche �ndet sich in
�Pit
��� Dort wird die G�ultigkeit von Co�Induktionsprinzipien f�ur beliebige rekursive Bereiche
mit kategoriellen Mitteln bewiesen� In HOLCF ist eine derartige allgemeine Herleitung nicht
m�oglich� vielmehr m�ussen f�ur jeden Datentyp die Induktions� bzw� Co�Induktionsprinzipien
jeweils speziell abgeleitet werden� Die Ausdrucksm�achtigkeit der Logik HOLCF ist zwar
erheblich gr�o�er als die der Logik LCF� aufgrund des Fehlens von abh�angigen Typen sind
allerdings auch hier klare Grenzen gesetzt�

Weiterhin kann aus dem Axiom der Wohlfundiertheit stream�reach unter Verwendung der
Fixpunktinduktion ein Prinzip zur strukturellen Induktion stream�ind abgeleitet werden
�Mon��� Pau��� Pau���� Im Bild ist dies durch die gestrichelte Linie angedeutet� Da der
Konstruktor scons f�ur Str�ome eine nicht�strikte Funktion ist� wird in HOLCF im Fall der
Str�ome ebenfalls dieser Weg eingeschlagen� Aufgrund der h�oherstu�gen Sprachmittel von
HOLCF kann die strukturelle Induktion alternativ auch aus der Induktion f�ur endliche
Str�ome stream�finite�ind und dem Fundierungsaxiom stream�reach abgeleitet werden�
Hierzu mu� dann die De�nition der Zul�assigkeit adm�def expandiert werden� Der Beweis�
aufwand bei dieser Alternative ist allerdings gr�o�er� als bei der LCF�Methode �uber die Fix�
punktinduktion� und somit lohnt sich dieser Weg nicht� F�ur Datentypen mit ausschlie�lich
strikten Konstruktoren� wie etwa beim Typ dlist der strikten Listen� wird die strukturelle
Induktion dagegen nicht per Fixpunktinduktion hergeleitet� F�ur diesen speziellen Fall kann
in HOLCF eine strukturelle Induktionsregel abgeleitet werden� die keine Einschr�ankung auf
zul�assige Pr�adikate enth�alt� Mehr zu diesem Thema �ndet sich in Abschnitt ���� wo die Ab�
leitung der strukturellen Induktion f�ur Listen aus dem Take�Lemma f�ur Listen ausf�uhrlich
dargestellt ist�

Das Theorem stream�finite�ind ist wie das Theorem stream�coind�lemma unabh�angig
vom Axiom der Wohlfundiertheit stream�reach und wird per struktureller Induktion �uber
den Mengen�Typ nat der nat�urlichen Zahlen bewiesen� F�ur den Datentyp der Str�ome spielt
das Theorem stream�finite�ind eine untergeordnete Rolle� wohingegen im Fall des Da�
tentyps der strikten Listen das entsprechende Theorem dlist�finite�ind ein wesentli�
ches Argument zur Herleitung der bzgl� Zul�assigkeit unbeschr�ankten strukturellen Induktion
dlist�ind ist�
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	������ Beweis f�ur das Theorem stream take lemma

Das Theorem stream�take�lemma zeigt� da� sich aus der Gleichheit aller n�Takes zweier
Str�ome s� und s� bereits die Gleichheit der potentiell unendlichen Str�ome s� und s� ableiten
l�a�t�

F�ur den Datentyp der Str�ome sind n�Takes immer Pr�a�xe der L�ange n� und im speziellen Fall
von Str�omen �uber einem �achen Parameterbereich entspricht die Approximationsordnung
v auf Str�omen der sogenannten Pr�a�xordnung auf Str�omen �BDD�
��� Im allgemeinen
Fall jedoch unterscheiden sich die Approximationsordnung und die Pr�a�xordnung� und viele
Theoreme f�ur Str�ome �uber �achen Bereichen verlieren ihre G�ultigkeit f�ur nicht��ache Para�
meterbereiche� Als Beispiel sei hier die Eigenschaft genannt� da� jeder Strom s�� der echt
schw�acher� als der Strom s� ist� ein endlicher Pr�a�x des Stroms s� sein mu��

Wir beginnen den Beweis des Take�Lemmas f�ur Str�ome� indem wir uns das zu beweisende
Theorem als Ziel vorgeben�
� val prems � goalw Stream�thy �stream�take�def	

��
V
n�stream�take�n��s�	�stream�take�n��s�	���s��s���

Die Annahme verschwindet im impliziten Kontext des Beweises� und als erstes Teilziel erhal�
ten wir�
�� s� � s�

Zun�achst wenden wir die Eigenschaft der Wohlfundiertheit stream�reach
fix�stream�copy	��x	 � �x

auf die beiden Str�ome s� und s� an� In Verbindung mit Gleichungslogik erhalten wir�
� by �res�inst�tac ���t���s���	 �stream�reach RS subst� ���

� by �res�inst�tac ���t���s���	 �stream�reach RS subst� ���

�� fix�stream�copy	�s�	 � fix�stream�copy	�s�	

In dieser Situation versuchen wir nun nicht� per Fixpunktinduktion weiterzumachen� sondern
expandieren die De�nition des Fixpunktoperators fix� was in einer herk�ommlichen LCF�
Logik nicht m�oglich w�are�
� by �rtac �fix�def� RS ssubst� ���

�� lub�range��i� iterate�i� stream�copy� �����s�	 �

lub�range��i� iterate�i� stream�copy� �����s�	

Als n�achstes vertauschen wir auf beiden Seiten die Bildung des Supremums und die
Operationsanwendung auf die Argumente s� und s�� Dazu kombinieren wir die Regel
contlub�cfun�fun

is�chain��FY���lub�range��FY����x	 � lub�range��i� �FY�i���x	��

mit Gleichungslogik� Die dabei entstehenden Teilziele zum Nachweis von Ketteneigenschaften

�s� ist genau dann �echt schw�acher	 als s�� wenn s� v s� und s���s��
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l�osen wir beide Male mittels Theorem is�chain�iterate

is�chain��i� iterate�i� �F� ���

Anwendung der nachstehenden Befehlsfolge liefert�
� by �rtac �contlub�cfun�fun RS ssubst� ���

� by �rtac is�chain�iterate ���

� by �rtac �contlub�cfun�fun RS ssubst� ���

� by �rtac is�chain�iterate ���

�� lub�range��i� iterate�i� stream�copy� ���s�	�� �

lub�range��i� iterate�i� stream�copy� ���s�	��

Die Gleichheit der beiden Suprema zeigen wir� indem wir die Regel lub�equal
�� is�chain��C��� is�chain��C��� �k� �C��k� � �C��k���

��lub�range��C��� � lub�range��C���

� by �rtac lub�equal ���

anwenden� Dies f�uhrt zu drei neuen Teilzielen�
�� is�chain��i� iterate�i� stream�copy� ���s�	�
�� is�chain��i� iterate�i� stream�copy� ���s�	�
�� �k� iterate�k� stream�copy� ���s�	 � iterate�k� stream�copy� ���s�	

Die beiden ersten Teilziele erfordern den Nachweis von Ketteneigenschaften� Diesen erbringen
wir jeweils durch Anwendung der Regel

is�chain��i� iterate�i� �F�� ����x	�

� by �rtac �is�chain�iterate RS ch�ch�fappL� ���

� by �rtac �is�chain�iterate RS ch�ch�fappL� ���

Es verbleibt nun noch das Teilziel�
�� �k� iterate�k� stream�copy� ���s�	 � iterate�k� stream�copy� ���s�	

Wenn wir im Teilziel die De�nition des Take�Funktionals stream�take falten� so entspricht
die zu beweisende Aussage bis auf den expliziten Quantor gerade der Annahme im implizi�
ten Kontext des Beweises� Diese Faltung ist aber nicht n�otig� da wir beim Aufsetzen des
urspr�unglichen Beweisziels mittels
� val prems � goalw Stream�thy �stream�take�def	

bereits die Entfaltung der De�nition des Take�Funktionals stream�take veranla�t haben�
Somit liegt die globale AnnahmeV
n�stream�take�n��s�	�stream�take�n��s�	

bereits in der aufgefalteten FormV
n�iterate�n� stream�copy� ���s�	 � iterate�n� stream�copy� ���s�	

vor� Folgende Befehlssequenz erm�oglicht daher den Abschlu� des Beweises�
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� by �rtac allI ���

� by �resolve�tac prems ���

No subgoals

Man sieht sofort ein� da� sich ein entsprechendes Theorem ableiten l�a�t� wenn statt der
Identit�atsrelation � die Approximationsordnung v verwendet wird�

Take�Lemmata lassen sich f�ur alle Datentypen� die als initiale L�osungen von Bereichsgleichun�
gen im Stil von Kapitel � axiomatisiert sind� analog zum obigen Beweis zeigen� Im Fall von
Datentypen mit ausschlie�lich strikten Konstruktoren� wie etwa nat�urliche Zahlen dnat oder
Listen dlist� mu� die Aussage des jeweiligen Take�Lemmas allerdings mit Vorsicht interpre�
tiert werden� Wegen der Striktheit der Konstruktoren kollabiert hier ein n�Take entweder
zu � oder entspricht bereits dem ganzen Element� Im allgemeinen ist ein n�Take also keine
Reproduktion eines Elements �bis zur Tiefe n��

	������ Beweis f�ur das Theorem stream coind lemma

Wir beginnen den Beweis� indem wir uns das Theorem als initiales Beweisziel vorgeben und
dabei gleich die De�nition f�ur Bisimulationen entfalten�
� val prems � goalw Stream�thy �stream�bisim�def	

�stream�bisim�R����p q�R�p�q�� stream�take�n��p	�stream�take�n��q	��

� by �cut�facts�tac prems ���

Dies f�uhrt zum globalen Beweisziel�
�� �s� s��

R�s�� s���
s� � � � s� � � �
��x s�� s���

x �� � � s� � scons�x	�s��	 � s� � scons�x	�s��	 � R�s��� s������
�p q� R�p� q�� stream�take�n��p	 � stream�take�n��q	

Um die Aussage zu beweisen� verwenden wir Induktion �uber die Variable n vom Typ nat�
� by �nat�ind�tac �n� ���

�� �s� s��

R�s�� s���
s� � � � s� � � �
��x s�� s���

x �� � � s� � scons�x	�s��	 � s� � scons�x	�s��	 � R�s��� s������
�p q� R�p� q�� stream�take����p	 � stream�take����q	
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��
V
n�� �� �s� s��

R�s�� s���
s� � � � s� � � �
��x s�� s���

x �� � �
s� � scons�x	�s��	 � s� � scons�x	�s��	 � R�s��� s�����

�p q� R�p� q�� stream�take�n���p	 � stream�take�n���q	����
�p q� R�p� q�� stream�take�Suc�n����p	 � stream�take�Suc�n����q	

Das erste Teilziel l�osen wir automatisch durch Anwendung des Simpli�kators� den wir um
die Simpli�kationsregeln f�ur Str�ome anreichern� Im zweiten Teilziel gehen wir gem�a� der
Methodik des nat�urlichen Schlie�ens vor� d�h� wir entfernen die Quantoren und �ubernehmen
die Pr�amisse R�p�q� in den Annahmenkontext�
� by �simp�tac �HOLCF�ss addsimps stream�rews� ���

� by �strip�tac ���

��
V
n� p q�

�� �s� s��

R�s�� s���
s� � � � s� � � �
��x s�� s���

x �� � �
s� � scons�x	�s��	 � s� � scons�x	�s��	 � R�s��� s�����

�p q� R�p� q�� stream�take�n���p	 � stream�take�n���q	�

R�p� q�����
stream�take�Suc�n����p	 � stream�take�Suc�n����q	

Als n�achstes spezialisieren wir die Bisimulationseigenschaft von R f�ur p und q und n�utzen
die Annahme R�p�q� mittels Modus�Ponens aus� Um den Proze� der Regel�Uni�kation des
Systems zu steuern� verketten wir dazu die einzelnen Beweisschritte durch das �Tactical� THEN
und f�uhren gleich noch eine Elimination der Disjunktion in der nun spezialisierten Pr�amisse
durch�
� by ��etac allE �� THEN �etac allE �� THEN �etac �mp RS disjE� ����

� by �atac ���

Wir erhalten zwei F�alle�
��

V
n� p q�

�� �p q� R�p� q�� stream�take�n���p	 � stream�take�n���q	� R�p� q��

p � � � q � �����
stream�take�Suc�n����p	 � stream�take�Suc�n����q	

��
V
n� p q�

�� �p q� R�p� q�� stream�take�n���p	 � stream�take�n���q	� R�p� q��

�x s�� s���

x �� � �
p � scons�x	�s��	 � q � scons�x	�s��	 � R�s��� s�������

stream�take�Suc�n����p	 � stream�take�Suc�n����q	
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Das erste Teilziel l�osen wir automatisch durch Simpli�kation mittels der zus�atzlichen Regeln
in der Theorem�Liste stream�rews und Verwendung des Annahmenkontextes �asm�simp�tac
statt simp�tac��
� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps stream�rews� ���

Im zweiten Ziel eliminieren wir zuerst die Existenzquantoren im Annahmenkontext�
� by �etac exE ���

� by �etac exE ���

� by �etac exE ���

Dies f�uhrt zu folgendem Teilziel�
��

V
n� p q x s�� s���

�� �p q� R�p� q�� stream�take�n���p	 � stream�take�n���q	� R�p� q��

x �� � � p � scons�x	�s��	 � q � scons�x	�s��	 � R�s��� s�������
stream�take�Suc�n����p	 � stream�take�Suc�n����q	

Unter Verwendung des Annahmenkontextes kann durch Simpli�kation mittels der Eigenschaf�
ten von stream�take folgende Vereinfachung automatisch erzielt werden�
� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps stream�rews� ���

��
V
n� p q x s�� s���

�� �p q� R�p� q�� stream�take�n���p	 � stream�take�n���q	� R�p� q��

x �� � � p � scons�x	�s��	 � q � scons�x	�s��	 � R�s��� s�������
scons�x	�stream�take�n���s��		 � scons�x	�stream�take�n���s��		

Der n�achste Schritt im Beweis verwendet die Kongruenzregel
�x � �y���f��x	 � �f��y	

� by �rtac cfun�arg�cong ���

und wir erhalten�
��

V
n� p q x s�� s���

�� �p q� R�p� q�� stream�take�n���p	 � stream�take�n���q	� R�p� q��

x �� � � p � scons�x	�s��	 � q � scons�x	�s��	 � R�s��� s�������
stream�take�n���s��	 � stream�take�n���s��	

Eine Spezialisierung der Induktionsannahme f�ur s�� und s�� unter Verwendung der An�
nahme R�s��� s��� erlaubt dann den Abschlu� des Beweises� Obwohl es sich hierbei um
einen durchaus komplexen Beweisschritt handelt� wird er automatisch vom klassischen Be�
weiser des Isabelle�Systems �fast�tac� durchgef�uhrt�
� by �fast�tac HOL�cs ���

No subgoals
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	������ Beweis f�ur das Theorem stream coind

Die Herleitung des Co�Induktionsprinzips ist nahezu trivial� Die eigentliche Beweisarbeit
steckt in den Herleitungen f�ur die Theoreme stream�take�lemma und stream�coind�lemma�

Wir beginnen den Beweis wie �ublich mit�
� val prems � goal Stream�thy ��� stream�bisim�R��R�p�q�����p � q��

und erhalten als erstes Teilziel�
�� p � q

Die Annahmen stream�bisim�R� und R�p�q� verschwinden im impliziten Kontext des Bewei�
ses� den wir im Gegensatz zu den meisten anderen Beweisen diesmal nicht durch Anwendung
der Taktik cut�facts�tac sichtbar machen�

Als n�achstes wenden wir das Take�Lemma stream�take�lemma
�
V
n� stream�take�n���s�	 � stream�take�n���s�	����s� � �s�

� by �rtac stream�take�lemma ���

an und erhalten�
��

V
n� stream�take�n��p	 � stream�take�n��q	

Spezialisierung und Verwendung des Modus�Ponens erlaubt die Anwendung des Theorems
stream�coind�lemma

stream�bisim��R���
�p q� �R�p� q�� stream�take��n��p	 � stream�take��n��q	

womit unter Ausnutzung des impliziten Annahmenkontextes der Beweis trivial abgeschlossen
wird�
� by �rtac �stream�coind�lemma RS spec RS spec RS mp� ���

� by �resolve�tac prems ���

� by �resolve�tac prems ���

No subgoals

��� Der Datentyp der polymorphen Listen dlist

In diesem Abschnitt wird die Theorie der polymorphen strikten Listen eingef�uhrt� die als Bei�
spiel f�ur einen polymorphen rekursiven Datentyp mit ausschlie�lich strikten Konstruktoren
dient� F�ur derartige Datentypen kann in der Logik HOLCF ein strukturelles Induktionsprinzip
abgeleitet werden� das keine Beschr�ankungen bzgl� der Zul�assigkeit des Induktionspr�adikats
enth�alt� In dieser Hinsicht bietet die Logik HOLCF also deutliche Vorteile gegen�uber der
herk�ommlichen LCF�Logik� in der die uneingeschr�ankte Induktion nur f�ur �ache Parameter�
typen hergeleitet werden kann� Diese Tatsache ist der wesentliche Grund f�ur die Darstellung
der Listentheorie in dieser Arbeit�
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����� Die Theorie Dlist

Die Theorie Dlist enth�alt die Formalisierung des Datentyps dlist der strikten Listen� �Ahn�
lich wie bei der Theorie Dnat r�uhrt das Voranstellen des Buchstabens d daher� da� in der
zugrundeliegenden Logik HOL bereits ein �Mengen��Typ der Listen list in der Theorie List
formalisiert wurde� Um Namenskon�ikte zu verhindern� mu�ten also auch hier Ersatznamen
verwendet werden�

Der Datentyp dlist wird als initiale L�osung der Bereichsgleichung

� dlist � one  �� �� � dlist�

formalisiert� Der zugeh�orige Funktorterm FT ist durch

FT � h  � Kone� h��� K�� Iii

gegeben� Die Theorie Dlist ist in Abbildung ���� dargestellt und weist einen zu den Theorien
Dnat und Stream analogen Aufbau auf�

�� Introduce recursive type � dlist ��

�� domain equation� � dlist � one  �� �� � dlist� ��

�� functor term � FT � 
�K��one��
���K�����I�� ��

Dlist � Stream 

types dlist �

arities dlist���pcpo�pcpo

consts

dlist�rep �� �� dlist�� �one  � �� � dlist�

dlist�abs �� �one  � �� � dlist�� �� dlist�

dlist�copy �� �� dlist� � dlist�� � dlist� � dlist

dnil �� � dlist

dcons �� �� � dlist� � dlist

dlist�when �� � � ��� � dlist� ��� � dlist� �

is�dnil �� � dlist� tr

is�dcons �� � dlist� tr

dhd �� � dlist� �
dtl �� � dlist� � dlist

dlist�take �� nat� � dlist� � dlist

dlist�finite �� � dlist� bool

dlist�bisim �� �� dlist� � dlist� bool�� bool

rules
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dlist�abs�iso dlist�rep�dlist�abs�x		 � x

dlist�rep�iso dlist�abs�dlist�rep�x		 � x

dlist�copy�def dlist�copy � ��f� dlist�abs oo

�when�sinl	�sinr oo �ssplit��x y� x �� f�y		�	�

oo dlist�rep�

dlist�reach �fix�dlist�copy	��x	�x

dnil�def dnil � dlist�abs�sinl�one		

dcons�def dcons � ��x l� dlist�abs�sinr�x��l		�

dlist�when�def dlist�when � ��f� f� l�

when��x�f�	�ssplit��x l�f��x	�l			�dlist�rep�l		�

is�dnil�def is�dnil � dlist�when�TT	��x l�FF	

is�dcons�def is�dcons � dlist�when�FF	��x l�TT	

dhd�def dhd � dlist�when��	��x l�x	

dtl�def dtl � dlist�when��	��x l�l	

dlist�take�def dlist�take � ��n�iterate�n�dlist�copy����

dlist�finite�def dlist�finite � ��s��n�dlist�take�n��s	�s�

dlist�bisim�def dlist�bisim � ��R��l� l��

R�l��l���
��l��� � l���� �
�l��dnil � l��dnil� �
��x l�� l��� x��� � l����� � l����� �

l��dcons�x	�l��	 �
l� � dcons�x	�l��	 � R�l���l������

end

Abbildung ����� Theorie Dlist

Die Konstanten dlist�rep und dlist�abs sind die Konstanten f�ur den Isomorphismus
auf der initialen L�osung der Bereichsgleichung� und die Konstante dlist�copy wird als
Abk�urzung f�ur den Term

�f� dlist�abs oo

�when�sinl	�sinr oo �ssplit��x y� x �� f�y		�	� oo dlist�rep

eingef�uhrt� der die expandierte Form von

�f� dlist abs oo FT f oo dlist rep

darstellt� Die Axiomatisierung der initialen L�osung f�ur die Bereichsgleichung erfolgt gem�a�
Abschnitt ��� durch die drei Axiome dlist�abs�iso� dlist�rep�iso und dlist�reach� Wie
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schon bei den vorangegangenen Theorien werden neben dieser minimalen Formalisierung des
Typs noch eine Reihe von n�utzlichen Konstanten durch konservative De�nitionen eingef�uhrt�

����� Theoreme der Theorie Dlist

Die Theoreme der Theorie Dlist sind zum besseren �Uberblick getrennt in den Abbildungen
���� und ���	 dargestellt�

In Abbildung ���� sind Theoreme dargestellt� die sich zumeist unmittelbar aus der De�nition
der Konstanten ergeben� Daneben sind aber auch die Theoreme Exh�dlist und dlistE zur
Fallunterscheidung enthalten� sowie diverse Theoreme zur Gleichheit bzw� Ungleichheit von
Elementen aufgef�uhrt�

dlist�iso�strict dlist�rep��	 � � � dlist�abs��	 � �

dlist�copy

� xl�� ���dlist�copy�f	�dcons�x	�xl		 � dcons�x	�f�xl		 �

dlist�copy�f	�dnil	 � dnil �

dlist�copy�f	��	 � � 	

Exh�dlist l � � � l � dnil � ��x xl� x��� � xl��� � l�dcons�x	�xl	�

dlistE �� l����Q� l�dnil��Q�V
x xl��� l�dcons�x	�xl	�x����xl�������Q����Q

dlist�when � �� x �� �� xl �� �����
dlist�when�f�	�f�	�dcons�x	�xl		 � f��x	�xl	 �

dlist�when�f�	�f�	�dnil	 � f� �

dlist�when�f�	�f�	��	 � � 	

dlist�discsel � is�dnil�dnil	 � TT �

�� x �� �� xl �� �����is�dnil�dcons�x	�xl		 � FF �

is�dcons�dnil	 � FF �

�� x �� �� xl �� �����is�dcons�dcons�x	�xl		 � TT �

dhd�dnil	 � � �

�� x �� �� xl �� �����dhd�dcons�x	�xl		 � x �

dtl�dnil	 � � �

�� x �� �� xl �� �����dtl�dcons�x	�xl		 � xl �

is�dnil��	 � � �

is�dcons��	 � � �

dhd��	 � � �

dtl��	 � � 	

dlist�constrdef � dcons��	�xl	 � � �

dcons�x	��	 � � �

dnil �� � �

�� x �� �� xl �� �����dcons�x	�xl	 �� � 	
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dlist�dist�less � �� x �� �� xl �� ������dcons�x	�xl	 v dnil �

�dnil v dcons�x	�xl	 	

dlist�dist�eq � dnil �� dcons�x	�xl	 �

dcons�x�	�xl�	 �� dnil 	

dlist�invert � �� x� �� �� y� �� �� x� �� �� y� �� ��
dcons�x�	�x�	 v dcons�y�	�y�	��
��x� v y� � x� v y� 	

dlist�inject � �� x� �� �� y� �� �� x� �� �� y� �� ��
dcons�x�	�x�	 � dcons�y�	�y�	��
��x� � y� � x� � y� 	

dlist�discsel�def � l �� ���is�dnil�l	 �� � �

l �� ���is�dcons�l	 �� � 	

dhd� xl�����dhd�dcons�x	�xl		�x

dtl� x�����dtl�dcons�x	�xl		�xl

dlist�take � dlist�take�Suc�n���dcons�x	�xl		�dcons�x	�dlist�take�n��xl		�

dlist�take�Suc�n���dnil	 � dnil �

dlist�take����xs	 � � �

dlist�take�n���	 � � 	

Abbildung ����� Theoreme der Theorie Dlist � Teil �

In Abbildung ���
 ist eine Liste von Simpli�kationsregeln dargestellt� um die der Term�
simpli�kator von Isabelle bei Bedarf angereichert werden kann� Die abgebildete Liste von
Simpli�kationsregeln hat sich in den von mir gef�uhrten Beweisen als sinnvoll erwiesen�

val dlist�rews �

� dlist�take�Suc�n���dcons�x	�xl		 � dcons�x	�dlist�take�n��xl		 �

dlist�take�Suc�n���dnil	 � dnil �

dlist�take����xs	 � � �

dlist�take�n���	 � � �

xl �� ���dhd�dcons�x	�xl		 � x �

x �� ���dtl�dcons�x	�xl		 � xl �

l �� ���is�dnil�l	 �� � �

l �� ���is�dcons�l	 �� � �

�� x �� �� xl �� ������dcons�x	�xl	 v dnil �

�dnil v dcons�x	�xl	 �

dnil �� dcons�x	�xl	 �
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dcons�x�	�xl�	 �� dnil �

dcons��	�xl	 � � �

dcons�x	��	 � � �

dnil �� � �

�� x �� �� xl �� �����dcons�x	�xl	 �� � �

is�dnil�dnil	 � TT �

�� x �� �� xl �� �����is�dnil�dcons�x	�xl		 � FF �

is�dcons�dnil	 � FF �

�� x �� �� xl �� �����is�dcons�dcons�x	�xl		 � TT �

dhd�dnil	 � � �

�� x �� �� xl �� �����dhd�dcons�x	�xl		 � x �

dtl�dnil	 � � �

�� x �� �� xl �� �����dtl�dcons�x	�xl		 � xl �

is�dnil��	 � � �

is�dcons��	 � � �

dhd��	 � � �

dtl��	 � � �

�� x����xl�������dlist�when�f�	�f�	�dcons�x	�xl		 � f��x	�xl	 �

dlist�when�f�	�f�	�dnil	 � f� �

dlist�when�f�	�f�	��	 � � �

xl �� ���dlist�copy�f	�dcons�x	�xl		 � dcons�x	�f�xl		 �

dlist�copy�f	�dnil	 � dnil �

dlist�copy�f	��	 � � �

dlist�rep��	 � � �

dlist�abs��	 � � 	

Abbildung ���
� Simpli�kationsregeln f�ur Listen

Die Theoreme der Abbildung ���	 beschreiben ausschlie�lich Eigenschaften� die mit Induk�
tionsprinzipien auf dem Typ dlist zusammenh�angen� Der Beweis f�ur die Ableitung des
strukturellen Induktionsprinzips dlist�ind sowie die Beweise f�ur die dazu ben�otigten Hilfs�
theoreme dlist�finite�ind� dlist�all�finite�lemma� und dlist�all�finite�lemma�

werden in Abschnitt ����� ausf�uhrlich dargestellt�

Die Ableitung des Take�Lemmas dlist�take�lemma sowie die Herleitungen des Theorems
dlist�coind�lemma und des Co�Induktionsprinzips dlist�coind erfolgen analog zu den Her�
leitungen der entsprechenden Theoreme in der Theorie Stream� Diese wurden ausf�uhrlich in
Abschnitt ����� dargestellt�



	�	 Der Datentyp der polymorphen Listen dlist ���

dlist�take�lemma �
V
n�dlist�take�n��l�	�dlist�take�n��l�	���l��l�

dlist�coind�lemma dlist�bisim�R���
�p q�R�p�q�� dlist�take�n��p	�dlist�take�n��q	

dlist�coind �� dlist�bisim�R��R�p�q�����p � q

dlist�finite�ind �� P����P�dnil��V
x l���� x����l�����P�l������P�dcons�x	�l�	���
���l�P�dlist�take�n��l	�

dlist�all�finite�lemma� �l�dlist�take�n��l	�� � dlist�take�n��l	�l

dlist�all�finite�lemma� �n�dlist�take�n��l	�l
dlist�all�finite dlist�finite�l�

dlist�ind �� P����P�dnil��V
x l���� x����l�����P�l������P�dcons�x	�l�	���
��P�l�

Abbildung ���	� Theoreme der Theorie Dlist � Teil �

����� Ableitung von Induktionsprinzipien f�ur Listen

In diesem Abschnitt werde ich ausf�uhrlich die Beweise f�ur die Theoreme dlist�finite�ind�
dlist�all�finite�lemma�� dlist�all�finite�lemma� und dlist�ind darstellen� Das
Theorem dlist�ind beschreibt das Prinzip der strukturellen Induktion f�ur den Datentyp der
Listen� und die anderen drei Theoreme sind Hilfstheoreme� die zur Ableitung von dlist�ind

ben�otigt werden� Die Herleitung der Theoreme wird ausf�uhrlich dargestellt� weil sich hier
erneut der Vorteil der Logik HOLCF gegen�uber herk�ommlichen LCF�artigen Logiken zeigt�
Die Abh�angigkeiten der einzelnen Theoreme sind in der Abbildung ���� dargestellt�

Wie beim Datentyp der Str�ome werden aus dem Axiom der Wohlfundiertheit dlist�reach
das Take�Lemma dlist�take�lemma und darauf aufbauend das Co�Induktionsprinzip
dlist�coind abgeleitet� Die Beweise erfolgen analog zu den entsprechenden Beweisen f�ur
den Datentyp der Str�ome und werden daher nicht nochmals vorgef�uhrt�

Im Fall der Listen sind alle Konstruktoren strikt� und daher kann das Theorem
dlist�all�finite�lemma� hergeleitet werden� welches zeigt� da� f�ur beliebiges n die n�Takes
einer Liste entweder unde�niert sind oder bereits die gesamte Liste enthalten� Eine derartige
Aussage kann nur f�ur Datentypen hergeleitet werden� die ausschlie�lich strikte Konstruktoren
haben�

Mit Hilfe des Take�Lemmas wird aus dem Theorem dlist�all�finite�lemma� das Theo�
rem dlist�all�finite�lemma� abgeleitet� welches zeigt� da� es f�ur jede Liste einen n�Take
gibt� der die Liste bereits vollst�andig enth�alt� alle Listen sind also endlich� Das Theo�
rem dlist�finite�ind erlaubt aber Induktion f�ur alle endlichen Listen� und damit folgt
das Induktionsprinzip dlist�ind f�ur beliebige Listen trivial aus dlist�finite�ind und
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dlist�all�finite�lemma�� Da das Induktionsprinzip dlist�finite�ind durch struktu�
relle Induktion �uber den Mengen�Typ nat hergeleitet wird und daher keine Einschr�ankung
bzgl� der Zul�assigkeit des Induktionspr�adikats anf�allt� ist auch die Induktionsregel dlist�ind
nicht durch Zul�assigkeitsforderungen beschr�ankt�

dlist take lemmadlist all finite lemma�

dlist coinddlist ind

Wie in LCF

dlist ind adm

dlist reach

dlist coind lemmadlist all finite lemma�dlist finite ind

Abbildung ����� Zusammenhang der Induktionsprinzipien f�ur Listen

�Ahnlich wie beim Datentyp der Str�ome kann aus dem Axiom der Wohlfundiertheit
dlist�reach mit Hilfe der Fixpunktinduktion direkt eine Regel zur strukturellen Induk�
tion dlist�ind�adm abgeleitet werden� Diese M�oglichkeit ist durch die gestrichelte Linie
gekennzeichnet� Die Regel dlist�ind�adm sieht wie folgt aus�

�� adm�P��
P����P�dnil��V
x l���� x����l�����P�l������P�dcons�x	�l�	���
��P�l�

Wegen der Verwendung der Fixpunktinduktionsregel im Beweis enth�alt die resultierende Regel
im Gegensatz zur Regel dlist�ind die zus�atzliche Pr�amisse adm�P�� welche den Nachweis der
Zul�assigkeit des Induktionspr�adikats P erfordert� Nur wenn der Parametertyp� �uber dem die
Listen gebildet werden� kettenendlich bzw� sogar �ach ist� kann die Pr�amisse adm�P� eliminiert
werden� Im allgemeinen Fall eines nicht kettenendlichen Parametertyps gibt es aber trotz der
Striktheit der Listen echt unendliche Ketten von Listen und somit auch Pr�adikate� die nicht
zul�assig sind� Die Pr�amisse adm�P� kann im allgemeinen also nicht eliminiert werden� und
daher kann man das Theorem dlist�ind auch nicht aus dlist�ind�adm herleiten�
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Das Beispiel zeigt� da� im Fall von Datentypen mit ausschlie�lich strikten Konstruktoren
die �ubliche Ableitung eines strukturellen Induktionsprinzips nach der LCF�Methode zu ei�
ner unn�otig schwachen Induktionsregel f�uhrt� Die st�arkere Induktionsregel� die keine Be�
schr�ankung durch Zul�assigkeitsannahmen enth�alt� kann allerdings nur in der Logik HOLCF
abgeleitet werden� da die Herleitung auf dem Take�Lemma basiert�

	�	���� Beweis f�ur das Theorem dlist finite ind

Der Beweis des Theorems erfolgt im wesentlichen per Induktion �uber den Mengen�Typ nat

der nat�urlichen Zahlen� Wir beginnen den Beweis� indem wir uns das Theorem als initiales
Beweisziel vorgeben�
� val prems � goal Dlist�thy

��� P����P�dnil��V
x l���� x����l�����P�l������P�dcons�x	�l�	���
���l�P�dlist�take�n��l	���

Die Pr�amissen der Regel verschwinden im impliziten Kontext prems des Beweises und wir
erhalten als erstes Beweisziel�
�� �l� P�dlist�take�n��l	�

Induktion �uber die Variable n ergibt die beiden neuen Teilziele�
� by �nat�ind�tac �n� ���

�� �l� P�dlist�take����l	�

��
V
n�� �l� P�dlist�take�n���l	����l� P�dlist�take�Suc�n����l	�

Das erste Ziel l�a�t sich leicht l�osen� indem man dlist�take����l	 zu � vereinfacht und
dann die Annahme P��� im Kontext prems verwendet� Folgende Befehlssequenz f�uhrt diese
Schritte durch�
� by �simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

� by �resolve�tac prems ���

Im zweiten Teilziel zeigen wir die Annahme f�ur eine beliebige� aber feste Liste l und f�uhren
Listenfallunterscheidung gem�a� der Regel dlistE
�� �l � ����Q� �l � dnil���Q�V

x xl� �� �l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� ������Q��
���Q

� by �rtac allI ���

� by �res�inst�tac ���l���l��	 dlistE ���

durch� Dies f�uhrt zu den neuen Teilzielen�
��

V
n� l�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � �����P�dlist�take�Suc�n����l	�

��
V
n� l�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dnil����P�dlist�take�Suc�n����l	�
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��
V
n� l x xl�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� �����
P�dlist�take�Suc�n����l	�

Die beiden ersten Teilziele l�osen wir� indem wir zuerst mit dem Simpli�kator vereinfachen
und dann die Annahmen P��� und P�dnil� im Annahmenkontext prems verwenden� Im
dritten Teilziel vereinfachen wir ebenfalls mit dem Simpli�kator� Die eben angesprochenen
Aktivit�aten werden durch folgende Befehlssequenz durchgef�uhrt�
� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

� by �resolve�tac prems ���

� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

� by �resolve�tac prems ���

� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

Dies f�uhrt zu folgendem Beweisziel�
��

V
n� l x xl�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� �����
P�dcons�x	�dlist�take�n���xl		�

In dieser Situation verwenden wir eine klassische Argumentation* entweder ist
dlist�take�n���xl	 de�niert oder nicht� Wir setzen die Regel classical�
�� �Q���R� ��Q���R�����R

� by �res�inst�tac ���Q���dlist�take�n���xl	����	 classical� ���

ein und erhalten die beiden F�alle�
��

V
n� l x xl�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� ��
dlist�take�n���xl	 � �����

P�dcons�x	�dlist�take�n���xl		�

��
V
n� l x xl�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� ��
dlist�take�n���xl	 �� �����

P�dcons�x	�dlist�take�n���xl		�

Im ersten Fall vereinfachen wir wieder zu P��� und verwenden die Annahme P��� im Kon�
text prems�
� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

� by �resolve�tac prems ���

Es verbleibt das Teilziel�
��

V
n� l x xl�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� ��
dlist�take�n���xl	 �� �����

P�dcons�x	�dlist�take�n���xl		�

Diesmal verwenden wir die Annahme
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V
x l���� x����l�����P�l������P�dcons�x	�l�	�

aus dem Kontext prems und erhalten�
� by �resolve�tac prems ���

��
V
n� l x xl�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� ��
dlist�take�n���xl	 �� �����

x �� �
��

V
n� l x xl�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� ��
dlist�take�n���xl	 �� �����

dlist�take�n���xl	 �� �
��

V
n� l x xl�

�� �l� P�dlist�take�n���l	�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� ��
dlist�take�n���xl	 �� �����

P�dlist�take�n���xl	�

Die ersten beiden Ziele k�onnen sofort durch Beweis per Annahme gel�ost werden� Das dritte
Ziel l�osen wir� indem wir die Induktionsannahme �l� P�dlist�take�n���l	� f�ur xl spezia�
lisieren�
� by �atac ���

� by �atac ���

� by �etac spec ���

No subgoals

	�	���� Beweis f�ur das Theorem dlist all finite lemma�

Der Beweis beginnt wie �ublich damit� da� wir uns das Theorem als initiales Beweisziel vor�
geben�
� val prems � goal Dlist�thy

��l�dlist�take�n��l	�� � dlist�take�n��l	�l��

Wir erhalten als erstes Teilziel�
�� �l� dlist�take�n��l	 � � � dlist�take�n��l	 � l

welches wir durch Induktion �uber die Variable n in zwei neue Teilziele aufbrechen�
� by �nat�ind�tac �n� ���

�� �l� dlist�take����l	 � � � dlist�take����l	 � l

��
V
n�� �l� dlist�take�n���l	 � � � dlist�take�n���l	 � l��

�l� dlist�take�Suc�n����l	 � � � dlist�take�Suc�n����l	 � l

Das erste Teilziel l�a�t sich automatisch durch Vereinfachung mit dem Simpli�kator l�osen� Im
zweiten Teilziel gen�ugt es� die Aussage f�ur eine beliebige� aber feste Liste l zu zeigen�
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� by �simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

� by �rtac allI ���

Dies f�uhrt zu folgendem neuen Teilziel�
��

V
n� l�

�l� dlist�take�n���l	 � � � dlist�take�n���l	 � l��
dlist�take�Suc�n����l	 � � � dlist�take�Suc�n����l	 � l

In dieser Situation f�uhren wir eine Fallunterscheidung �uber den Aufbau der Liste l durch�
Dies ergibt�
� by �res�inst�tac ���l���l��	 dlistE ���

��
V
n� l�

�� �l� dlist�take�n���l	 � � � dlist�take�n���l	 � l� l � �����
dlist�take�Suc�n����l	 � � � dlist�take�Suc�n����l	 � l

��
V
n� l�

�� �l� dlist�take�n���l	 � � � dlist�take�n���l	 � l� l � dnil����
dlist�take�Suc�n����l	 � � � dlist�take�Suc�n����l	 � l

��
V
n� l x xl�

�� �l� dlist�take�n���l	 � � � dlist�take�n���l	 � l� l � dcons�x	�xl	�

x �� �� xl �� �����
dlist�take�Suc�n����l	 � � � dlist�take�Suc�n����l	 � l

Die beiden ersten Ziele werden automatisch vom Simpli�kator gel�ost� der die Annahmen im
lokalen Kontext selbst�andig zur Vereinfachung mitbenutzt� Im dritten Teilziel setzen wir
ebenfalls den Simpli�kator zur Vereinfachung ein�
� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

Es verbleibt das Teilziel�
��

V
n� l x xl�

�� �l� dlist�take�n���l	 � � � dlist�take�n���l	 � l� l � dcons�x	�xl	�

x �� �� xl �� �����
dcons�x	�dlist�take�n���xl		 � � �
dcons�x	�dlist�take�n���xl		 � dcons�x	�xl	

In dieser Situation n�utzen wir die Induktionsannahme aus� Zuerst spezialisieren wir die In�
duktionsannahme f�ur xl� Dann eliminieren wir die jetzt spezialisierte Disjunktion im lokalen
Kontext mittels der Regel disjE
�� �P � �Q� �P���R� �Q���R�����R

Dies f�uhrt zu�
� by �eres�inst�tac ���x���xl��	 allE ���

� by �etac disjE ���
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��
V
n� l x xl�

�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� �� dlist�take�n���xl	 � �����
dcons�x	�dlist�take�n���xl		 � � �
dcons�x	�dlist�take�n���xl		 � dcons�x	�xl	

��
V
n� l x xl�

�� l � dcons�x	�xl	� x �� �� xl �� �� dlist�take�n���xl	 � xl����
dcons�x	�dlist�take�n���xl		 � � �
dcons�x	�dlist�take�n���xl		 � dcons�x	�xl	

Beide F�alle werden automatisch durch den Simpli�kator gel�ost� Insbesondere im ersten Fall
spielt dabei die Striktheit des Konstruktors dcons eine entscheidende Rolle�
� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

No subgoals

	�	���� Beweis f�ur das Theorem dlist all finite lemma�

Wir geben uns das Theorem als initiales Beweisziel vor� Dies ergibt�
� val prems � goal Dlist�thy ��n�dlist�take�n��l	�l��

�� �n� dlist�take�n��l	 � l

Wir verwenden eine klassische Argumentation und unterscheiden die beiden F�alle*
entweder ist l de�niert oder nicht�
� by �res�inst�tac ���Q���l����	 classical� ���

�� l � ����n� dlist�take�n��l	 � l

�� l �� ����n� dlist�take�n��l	 � l

Der erste Fall wird automatisch vom Simpli�kator gel�ost�
� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

Im zweiten Fall verwenden wir das Hilfslemma
��n�dlist�take�n��l	��� � ��n�dlist�take�n��l	�l�

welches in die Liste der noch zu beweisenden Teilziele aufgenommen wird� Die Einf�uhrung von
Hilfslemmata erfolgt �uber die Taktik subgoal�tac� Das Hilfslemma erscheint weiter unten
als zweites Teilziel�
� by �subgoal�tac ���n�dlist�take�n��l	��� � ��n�dlist�take�n��l	�l�� ���

�� �� l �� ��
��n� dlist�take�n��l	 � �� � ��n� dlist�take�n��l	 � l�����

�n� dlist�take�n��l	 � l

�� l �� �����n� dlist�take�n��l	 � �� � ��n� dlist�take�n��l	 � l�
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Wir verwenden das Hilfslemma zur Fallunterscheidung im ersten Teilziel� Dies f�uhrt zu�
� by �etac disjE ���

�� �� l �� �� �n� dlist�take�n��l	 � ������n� dlist�take�n��l	 � l

�� �� l �� �� �n� dlist�take�n��l	 � l�����n� dlist�take�n��l	 � l

�� l �� �����n� dlist�take�n��l	 � �� � ��n� dlist�take�n��l	 � l�

Konzentrieren wir uns zun�achst auf das erste Teilziel� Die beiden anderen Teilziele werden
erst wieder aufgelistet� wenn das erste Teilziel gel�ost ist�

Aus den Annahmen des ersten Teilziels kann sowohl l�� als auch l��� abgeleitet werden�
Diesen Widerspruch n�utzen wir durch die Regel notE
�� ��P� �P�����R

aus� die wir gleich mit einem Beweis per Annahme kombinieren �eres�inst�tac�� da die eine
H�alfte des Widerspruchs bereits im Kontext vorliegt� Nach Anwendung der Regel verbleibt�
� by �eres�inst�tac ���P���l����	 notE ���

�� �n� dlist�take�n��l	 � ���l � �

Eine Anwendung des Take�Lemmas f�ur Listen liefert das Ziel
� by �rtac dlist�take�lemma ���

��
V
n� �n� dlist�take�n��l	 � ���dlist�take�n��l	 � dlist�take�n���	

welches wieder automatisch vom Simpli�kator gel�ost wird�
� by �asm�simp�tac �HOLCF�ss addsimps dlist�rews� ���

Wir m�ussen noch die beiden Teilziele beweisen� die wir vorher zur�uckgestellt haben� Diese
sind�
�� �� l �� �� �n� dlist�take�n��l	 � l�����n� dlist�take�n��l	 � l

�� l �� �����n� dlist�take�n��l	 � �� � ��n� dlist�take�n��l	 � l�

Das erste Teilziel l�osen wir trivial durch Beweis per Annahme� F�ur den Beweis des zweiten
Ziels f�uhren wir ein Hilfslemma ein� das gerade dem Theorem dlist�all�finite�lemma�

entspricht� Durch diesen technischen Kni� l�a�t sich der klassische Beweiser �fast�tac� im
Anschlu� daran leichter einsetzen� Das eingef�uhrte Hilfstheorem wird dem Kontext des zwei�
ten Teilziels hinzugef�ugt und erscheint selbst als weiteres zu beweisendes Teilziel� Nach An�
wendung von
� by �atac ���

� by �subgoal�tac ��n��l�dlist�take�n��l	�� � dlist�take�n��l	�l� ���

erhalten wir�
�� �� l �� �� �n l� dlist�take�n��l	 � � � dlist�take�n��l	 � l����

��n� dlist�take�n��l	 � �� � ��n� dlist�take�n��l	 � l�

�� l �� ����n l� dlist�take�n��l	 � � � dlist�take�n��l	 � l



	�	 Der Datentyp der polymorphen Listen dlist ���

Das erste Teilziel wird nun automatisch von klassischen Beweiser gel�ost� Das zweite Teil�
ziel� also der Beweis f�ur das Hilfstheorem� wird trivial durch die Verwendung des Theorems
dlist�all�finite�lemma� gel�ost�
� by �fast�tac HOL�cs ���

� by �rtac allI ���

� by �rtac dlist�all�finite�lemma� ���

No subgoals

	�	���� Beweis f�ur das Theorem dlist ind

Der Beweis f�ur das Theorem dlist�ind ist nahezu trivial� da eigentlich nur die beiden
Theoreme dlist�all�finite�lemma� und dlist�finite�ind geschickt kombiniert werden
m�ussen�

Wir beginnen den Beweis� indem wir uns das gew�unschte Theorem als initiales Beweisziel
vorgeben�
� val prems � goal Dlist�thy

��� P����P�dnil��V
x l���� x����l�����P�l������P�dcons�x	�l�	�����P�l���

Die Annahmen der Regel verschwinden im globalen Kontext des Beweises prems und wir
erhalten�
�� P�l�

Das Theorem dlist�all�finite�lemma�

�n� dlist�take�n���l	 � �l

ist eine Existenzaussage� Diese kombinieren wir mit der Regel zur Elimination des Existenz�
quantors exE
�� �x� �P�x��

V
x� �P�x����Q�����Q

� by �rtac �dlist�all�finite�lemma� RS exE� ���

und erhalten dadurch�
��

V
x� dlist�take�x���l�	 � �l���P�l�

Wir spezialisieren die Uni�kationsvariable �l� im Kontext zu l und erhalten durch Glei�
chungslogik das Teilziel�
� by �etac subst ���

��
V
x� P�dlist�take�x��l	�

In dieser Situation verwenden wir das Theorem dlist�finite�ind f�ur die Induktion auf



��� Beispiele f�ur Datentypen in HOLCF

endlichen Listen und erhalten die drei neuen Teilziele�
� by �rtac �dlist�finite�ind RS spec� ���

��
V
x� P���

��
V
x� P�dnil�

��
V
x xa l�� �� xa �� �� l� �� �� P�l������P�dcons�xa	�l�	�

F�ur alle drei Ziele sind passende Annahmen im globalen Kontext prems des Beweises enthal�
ten� und somit lassen sich alle verbleibenden Ziele trivial l�osen�
� by �REPEAT �resolve�tac prems ����

� by �REPEAT �atac ����

No subgoals



Kapitel �

Ausblick

Im letzten Kapitel dieser Arbeit werde ich kurz auf zuk�unftige Arbeiten eingehen� die sich
aufbauend auf der hier beschriebenen Entwicklung der Logik HOLCF anbieten�

Das Kapitel � hat gezeigt� wie initiale L�osungen f�ur Bereichsgleichungen in der Logik HOLCF
formalisiert werden k�onnen� und mit den in Kapitel � vorgestellten Datentypen liegen einige
konkrete Beispiele vor� Gerade die Beispiele zeigen� da� sowohl die reine Axiomatisierung
eines Datentyps� als auch die Herleitung einer hinreichenden Menge von Theoremen �uber den
Datentyp einen nicht unerheblichen Arbeitsaufwand bedeuten�

Damit das HOLCF�System vern�unftig f�ur konkrete Fallstudien eingesetzt werden kann� mu�
unbedingt ein Datentyp�De�nitionspaket zur Verf�ugung gestellt werden� das ausgehend von
einer Beschreibung des gew�unschten Datentyps� die der Benutzer liefert� automatisch die
Isabelle�Theorie zur Axiomatisierung des Typs erzeugt und anschlie�end automatisch eine
Reihe von Theoremen �uber den Datentyp beweist� die bei der praktischen Beweisarbeit not�
wendig sind�

Anregungen f�ur ein solches Datentyp�De�nitionspaket sind reichlich in der Literatur vorhan�
den� F�ur Edinburgh�LCF hat Robin Milner ein Paket zur Axiomatisierung von Datentypen
entwickelt �CM���� das sp�ater von Brian Monahan �Mon��� verbessert wurde� F�ur Cambridge�
LCF wurde von Larry Paulson �Pau��� Pau��� ein Datentyp�De�nitionspaket entwickelt� das
sogar die Axiomatisierung verschr�ankt rekursiver Datentypen erlaubt� F�ur den generischen
Theorembeweiser Isabelle �Pau
�� liegen ebenfalls De�nitionspakete f�ur Datentypen vor� Ein
sehr umfangreiches Paket existiert f�ur die Isabelle�Instanz der Zermelo�Fraenkel Mengentheo�
rie� Ein anderes erlaubt die De�nition von �Mengen��Typen in der Isabelle�Instanz der Logik
HOL� die Theorie f�ur dieses Paket wird in �Pau
�a� beschrieben�

Die obigen Pakete f�ur die LCF�Logiken sind auf Bereichsgleichungen beschr�ankt� die baumar�
tige Datentypen beschreiben� Genauer gesagt setzen sich die Funktoren� die der Bereichsglei�
chung zugrunde liegen� aus den primitiven Funktoren zusammen� die in Kapitel � beschrieben
wurden� Zum Teil wird neben dem strikten Produkt auch noch die Verwendung des karte�
sischen Produkts zugelassen� Beim Entwurf eines Datentyp�De�nitionspakets f�ur die Logik
HOLCF ist zu �uberlegen� ob nicht von vornherein die Verwendung von Funktoren mit gemisch�
ten Varianzen �mixed�variance functors� erlaubt werden soll� Die diesbez�ugliche technische
Fundierung �ndet sich in �Fre
	� und wurde am Ende des Abschnitts ��� kurz angedeutet�



��� Ausblick

Auf der anderen Seite stellt sich allerdings die Frage� ob die damit zur Verf�ugung gestellten
zus�atzlichen Modellierungsm�oglichkeiten f�ur den praktischen Einsatz relevant sind�

Ein weiterer Ansatzpunkt f�ur zuk�unftige Arbeiten liegt in der Modellierung von Daten�
typen� die durch eine Quotientenbildung �uber einem bereits vorliegenden Typ entstehen�
Beispiele hierf�ur sind endliche polymorphe Mengen� endliche polymorphe Multimengen oder
rationale Zahlen� Im Beispiel der polymorphen Mengen m�ussen an den Parametertyp zus�atz�
liche Anforderungen gestellt werden� damit die Quotientenbildung durchgef�uhrt werden kann
und implizite Stetigkeitseigenschaften der beteiligten Zugri�sfunktionen des Quotiententyps
gew�ahrleistet sind� Auch hier mu� ein entsprechender Mechanismus zur Unterst�utzung des
Benutzers bei der Datentyp�De�nition vorgesehen werden�

Die Logik HOLCF bietet sich als Basis f�ur Spezi�kationssprachen bzw� Beschreibungstechni�
ken an� die inh�arent auf Konzepte der Bereichstheorie aufbauen� Ein Beispiel hierf�ur ist der
Beschreibungsrahmen f�ur verteilte Systeme Focus �BDD�
��� Der Ausschnitt von Focus�
der sich mit der Spurspezi�kation verteilter Systeme bzw� der Spezi�kation stromverarbeiten�
der Funktionen besch�aftigt� kann ohne besondere Probleme auf HOLCF aufgesetzt werden�
da die technisch anspruchsvollen Anteile der Beschreibungssprache bereits alle in HOLCF
formalisiert sind� Dies h�atte den weiteren Vorteil� da� damit f�ur die in HOLCF formalisierten
Anteile von Focus eine Unterst�utzung durch den Theorembeweiser Isabelle zur Verf�ugung
stehen w�urde� Auch hier mu� die reine Formalisierung von Focus in HOLCF von der Bereit�
stellung einer benutzerfreundlichen Eingabesyntax begleitet werden� die von der technischen
Kodierung in Form von stromverarbeitenden Funktionen und deren Kombination abstrahiert�

Als letzter Ansatzpunkt f�ur zuk�unftige Arbeiten sei noch die Entwicklung einer operationel�
len Semantik f�ur einen Ausschnitt der Logik HOLCF genannt� F�ur Datentypen� die als
initiale L�osungen von Bereichsgleichungen axiomatisiert sind� sowie f�ur Operationen� die
darauf aufbauend durch explizite Fixpunktde�nitionen eingef�uhrt werden� sollte sich rela�
tiv unproblematisch eine operationelle Semantik angeben lassen� die zu der in dieser Arbeit
entwickelten denotationellen Semantik pa�t� Diese kann als Ansatz f�ur die Auszeichnung ei�
ner Teilsprache von HOLCF verwendet werden� die die Einf�uhrung von Operationen durch
bequemere �Pattern�Matching��De�nitionen im Stil einer funktionalen Programmiersprache
erlaubt� Da in HOLCF die Begri�e von Funktionen� stetigen Funktionen und Operationen
klar umrissen sind� steht die Behandlung der technischen Probleme bei der Auszeichnung der
operationellen Teilsprache auf einem sicheren Fundament�
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